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前言

0.1 自序

此版本作为公开版本，删去了部分模型

本书由整理改编而成，主要关解题一事。第一章泛谈笔者所在时代 (2021
至 2023) 机构卷特性。第二章为分块梳理。第三章为应试方面碎碎念。
针对的读者主要是已经开始写机构卷的同学，为之提供一些经验与补

充。

图由手绘而成 (所以丑)，全书由 LATEX 编写。
笔者身为退役选手，大学新生，力多有不逮。如有错漏，恳请指出。

整理原书标题为“素澜题话”，取“素看平生，不问波澜”之意。为往昔

自勉之语。人生苦旅，多经荣辱，方抵坦途，非独物竞一事，望与诸位共勉。
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第一章 机构卷泛谈

此版本作为公开版本, 不予置评

()
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第二章 模型与方法

写在前面

积累模型，掌握方法，提高速率和准确率，是物竞学习主旋律，也是写

机构卷的主要目的。写完试卷整理是必须的，这不限于错题，还包括答案与

自己解法不一致的题。

另外整理绝不是抄一遍标准答案，个人建议要做到下面几点。先搞懂答

案来龙去脉，看懂每一个步骤的细节。再想其适用范围在哪，怎么优化，能

推广到什么程度。

此处的这些专题是笔者自己整理中内容共通的一些模型与方法的集合。

当然，绝大部分的整理并不会真正在正式考试中派上用场，但这些对个

人的思维有很大提升，使我们在真正的考试中能多一份从容。

5
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6 第二章 模型与方法

2.1 小振动

2.1.1 总论

小振动题是一种综合性较强的题，由于其便于考察计算，可以与各种题

无缝缝合，以及出题成本低廉，在复决赛和机构卷广泛出现。此处先讨论小

振动题的一般方法。

首先根据对象，可分为质点和刚体两类。根据自由度，判断是否使用简

正模。对质点而言，常见的是其在外场中的小振动。对最普通的有势静场，

可以求出有效势能 U，只要知道 U” 即可求得运动。若在磁场中，使用使用
广义角动量代入有效势能，或者直接受力求解。若在变化的外场中，那么一

般要对运动方程进行近似，比如高频振动场和参变共振。

对于刚体，最常见的是重力场下平面上光滑或纯滚的刚体在平衡位置处

的小振动。这种题只要知道接触位置的曲率半径 ρ，质心高度 hc，以及和运

动相应的转动惯量 I。若光滑则是质心转动惯量 I = Ic，若纯滚则是对接触

点的转动惯量 I = Ic +mh2c。可得其角频率为

ω =

√
mg(ρ− hc)

I

它的主要难点在于各个量的计算。若在更一般的外场下运动，只要积分出刚

体的动能和势能即可。

对于有约束的情况，主要是几何约束和运动学约束。几何约束，如杆置

于抛物线形轨道之中求振动。重点是将动能与势能表示为单参量，出于方便

表示转动的考虑，一般取斜率。若不能化为单参数，那么只能对约束进行小

量展开，解多元方程，下面有一个示例。

运动学约束，就如那种筒里套筒的情况，先将约束代入消去自由度，再

求循环坐标对应的广义动量守恒方程，代入能量表达式。一般能将其化为单

参数直接求解。最后若仍为多参数那么就用简正模。

图 2.1: 几种典型示意
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2.1 小振动 7

2.1.2 特殊形式

运动学约束示例

如图2.2 设大环角速度为 ψ̇，速度为 ẋ，小环角速度为 ϕ̇，小环质心速

图 2.2: 约束与守恒

度为 (R− r)θ̇，设接触位置均纯滚。势能为

V = −mg(R− r) cos θ (2.1)

动能写为

T =
1

2
(Mẋ2 +MR2ψ̇2 +mr2ϕ̇2 +m(R− r)2θ̇2) (2.2)

纯滚约束

Rψ̇ = ẋ, (R− r)θ̇ = rϕ̇−Rψ̇ (2.3)

代入约束，动能改写为

T =
1

2
(2Mẋ2 +m(R− r)2θ̇2 +m(ẋ+ (R− r)θ̇)2) (2.4)

注意到 x 是循环坐标，有广义动量守恒

px = 2Mẋ+m(ẋ+ (R− r)θ̇) (2.5)

不妨设其为 0。将之代入动能表达式

T = m(R− r)2θ̇2 +
2Mm

2M +m
(R− r)2θ̇2 (2.6)

到此我们已经可以求出小振动角频率，为

ω =

√
(2M +m)g

(3M +m)(R− r)
(2.7)
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8 第二章 模型与方法

注意到(2.6)中代入广义动量守恒后得到一个折合质量，这是一个常见结论。

最重要的是请读者区分守恒与约束的区别。有些人喜欢把广义动量守

恒代入动能后使用拉格朗日方程，这是完全错误的。一个简单的理解是拉格

朗日量是广义坐标和广义速度的函数，注意到约束完全是速度与坐标之间

的几何关系，而守恒是动量与速度之间关系，如果代入，那么结果就会变成

含有动量，坐标，速度三者的函数，不符合定义。

如果一定要消去守恒自由度来利用拉格朗日方程，得利用罗斯函数，定

义为

R(x1, ẋ1, x2, px2
) = L(x1, ẋ1, x2, ẋ2)− px2

ẋ2 (2.8)

磁场小振动

这里罗列出几个典型结果。

有心力场加匀强磁场中圆周运动的小振动

ω =

√
B2q2

m2
+ 3

V ′

mr
+
V ′′

m
(2.9)

在柱对称 z 向磁场 Bz(r) 中圆周运动的 z 向和 r 向小振动

ωz =

√
− r

Bz

dBz

dr
Bzq

m
(2.10)

ωr =

√
1 +

r

Bz

dBz

dr
Bzq

m
(2.11)

复杂几何约束

图 2.3: 经典老题
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2.1 小振动 9

各参量如图2.3，圆盘在轻质线上纯滚，有约束

ωr tan θ = lδ̇ (2.12)

l1 cos(θ + δ) + r sin(θ + δ) + l2 cos(θ − δ)

+r sin(θ − δ) = 2l cosα+ 2r sinα (2.13)

l1 + l2 + 2rθ = 2l + 2rα (2.14)

l1 sin(θ + δ)− r cos(θ + δ) = l2 sin(θ + δ)− r cos(θ + δ) = h (2.15)

代入展开式 l1 + l2 = 2l+ a1δ
2, l1 − l2 = a2δ, θ = α+ a3δ

2。1 解得 h 关
于 δ 的二阶展开式。利用如下动能与势能

T =
1

2
(I +m

r2

cos2 θ )ω
2, V = −mgh (2.16)

最终得到角振动频率

ω =

√
2 sinαg

l(2 + cos2 α) (2.17)

理论上来说这种题利用受力会不那么繁琐，因为只涉及一阶量，但我个

人没想出来，留给读者思考。

杨氏模量和小振动

图 2.4: 杨氏模量小振动

如图2.4所示，末端绑一个受重力质点，考虑轻质弹性柱无弛豫微小形
变，求小振动周期。不同于往常将 x 微小变化求得 ẍ，我们在这里代入将重

力变为 g − ẍ 再求得 x。则易从静态情况得到结果。

1这里 θ 也要展开是最阴间的



jxq
202

4

10 第二章 模型与方法

2.1.3 近似方法

绝热不变量

先给出一个绝热不变量的证明。我们设哈密顿量为

H = H(p, q, λ) (2.18)

其中 λ 是一个随时间缓慢变化的参量。此时能量不守恒，利用哈密顿方程，

可以写出

Ḣ =
∂H(p, q, λ)

∂λ
λ̇ = Ė (2.19)

我们设能量为一个参数，利用方程

E = H(p, q, λ) (2.20)

可以反解出

p = p(q, E, λ) (2.21)

定义作用变量为

I(E, λ) =

∮
p(q, E, λ)dq (2.22)

I 随时间的变化满足

İ =
∂I

∂E
Ė +

∂I

∂λ
λ̇ (2.23)

注意到对于动能形式为 1
2
Cp2 的哈密顿量而言，我们有

∂I

∂E
=

∮
1

q̇
dq = T (2.24)

T 为运动周期，对于另一项

∂I

∂λ
=

∮
∂p(q, E, λ)

∂λ
dq =

∮
∂p(q, E, λ)

∂λ
q̇dt (2.25)

由哈密顿方程我们知道，

q̇ =
∂H(p, q, λ)

∂p
(2.26)

因为 E 与 λ 是独立变量，由偏导关系我们亦可知

0 =
∂E

∂λ
=
∂H(p(q, E, λ), q, λ)

∂λ
=
∂H(p, q, λ)

∂λ
+
∂H(p, q, λ)

∂p

∂p(q, E, λ)

∂λ
(2.27)

从而将(2.25)改写为
∂I

∂λ
= −

∮
∂H(p, q, λ)

∂λ
dt (2.28)

均代入 I 的变化率

İ = λ̇(T
∂H(p, q, λ)

∂λ
−
∮
∂H(p, q, λ)

∂λ
dt) (2.29)
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2.1 小振动 11

很显然，如果 ∂H(p,q,λ)
∂λ

在周期内近似不变，那么可近似为 I = Const。这就
是要求 λ 随时间匀速缓慢变化。

应用这个东西需要两个条件，一是上面的 λ 随时间匀速缓慢变化。另

一个是(2.24)中的质量/转动惯量不发生变化。
对绝热不变量处理不了的情形，我们可以用做功来解决，见《思维进

阶》。但是我个人分析做功经常错，所以用了另一种暴算法，以简谐运动为

例，设运动方程为
dm(t)ẋ

dt + dm(t)ω(t)2x = 0 (2.30)

其中 ω(t),m(t) 不一定匀速变化，但是在周期内其变化为小量。设周期开始

时两个量的值为 ω0,m0，将运动方程改写为

ẍ+ a(t)ẋ+ b(t)x+ ω2
0x = 0 (2.31)

同乘 ẋ，得到
1

2

d
dt(ẋ

2 + ω2
0x

2) + a(t)ẋ2 + b(t)xẋ = 0 (2.32)

我们希望考虑振幅随时间的变化，所以代入一阶近似 x = A(t) cosω(t)t，对
于微扰项我们可以代入零级近似 x = A(0) cosω0t。将上式对一个周期的时

间进行积分。一阶近似得到∫ 2π
ω0

0

1

2
d(ω2A2 sin2 ω0t+ω

2A2 sin2 ω0t) = A(0)2
∫ 2π

ω0

0

(a(t) sinω0t cosω0t−b(t) sin2 ω0t)

(2.33)
由条件我们可以得到 a, b 的具体形式，从而可以用卡西欧将方程右端积分

出来，设结果为 KA(0)2，最终我们有

1

2
ω2
0∆(A2) = KA(0)2 (2.34)

由于变化为小量，应用摄动结果，近似为

dA2

dt =
∆A2

2π/ω0

=
K

πω0

A2 (2.35)

这样我们就可以求出振幅时间的变化。

当时同学之间讨论时有个疑惑，为什么代入 x = A(t) sinω(t)t 积分一
个周期，得到的结果会不正确，最后的解释是如果这样积分，我们最终得到

的是 ∆(ω2A2)，而非 ∆(ω2
0A

2)，也就是多了 ∆(ω2)A(0)2，但是我们只关心

振幅的周期变化，所以这一项得舍去，这在前面的积分时里写的很清楚。

微扰与非谐振动

一般我们求解含有微扰项的方程会使用所谓的正则微扰法。设微扰项

为 ϵf(x)，那么我们将会代入

x = x(0) + ϵx(1) + ϵ2x(2) · · · (2.36)
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来进行逐级求解。这在与微扰相关的各类情形中都有出现。

但是有时这并不能给出全部的解，比如考虑方程

x− 1− ϵx3 = 0 (2.37)

应用正则微扰我们只能得到 x = 1+ ϵ+3ϵ2 · · ·，但理论上其会有三个根，这
是因为其他两个根对 ϵ 的依赖关系不同，在量级上不能视作微扰，这时候就

要用所谓奇异摄动。即我们代入

x =
ξ

ϵµ
(2.38)

其中 ξ 的为零阶小量。为确定 µ，我们代入方程得到

ϵ2µ−1ξ − ϵ3µ−1 − ξ3 (2.39)

为使 ξ 能满足条件，得取 2µ− 1 = 0，从而得到一个 ξ 的方程

ξ − ϵ1/2 − ξ3 (2.40)

接下来就可以应用正则微扰，ξ 可以逐级展开为

ξ = ξ(0) + ϵ1/2ξ(1) + ϵξ(2) · · · (2.41)

至此可解。举这个例子是想让读者关注一下正则微扰的局限性，这在接下来

的非谐振动中也有体现。

考虑方程

ẍ+ ω2
0x+ ϵx3 = 0 (2.42)

令三阶项是小量，零阶近似解为

x(0) = A cos(ω0t+ φ) (2.43)

两个参量 A,φ 都由初态决定

一阶方程满足

ẍ(1) + ω2
0x

(1) + ϵA3 cos3(ω0t+ φ) = 0 (2.44)

利用三角公式

ẍ(1) + ω2
0x

(1) = −ϵA
3

4
(cos(3ω0t+ 3φ) + 3 cos(ω0t+ φ)) (2.45)

直接解我们将得到

x(1) = ϵA3(
cos(3ω0t+ 3φ)

32ω2
0

− 3

8ω0

t sin(ω0t+ φ)) +K cos(ω0t+ φ′) (2.46)
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最后一项是为了初始条件引入的。注意下第二项，他是一个会随时间线性增

长的结果，这对于小振动来说是不合适的，正则微扰又出现了问题。理论上

它会随着迭代的进行而变成某一个泰勒级数而收敛，但是这又太过麻烦。为

了消除这一项，我们将目光转向修改频率。

这里给出一个简单的做法, 对三角函数进行泰勒展开

cos((ω + η)t) = cosωt− ηt sinωt (2.47)

从而

A cos(ω0t+ φ)− 3ϵA3

8ω0

t sin(ω0t+ φ) → A cos((ω0 +
3ϵA2

8ω0

)t+ φ) (2.48)

虽然逻辑上不严谨，但结果是对的。

再考虑一个微扰的阻尼

ẍ+ ω2
0x+ ϵẋ = 0 (2.49)

代入零阶解，不妨设 x(0) = A cosω0t，对一阶方程

ẍ(1) + ω2
0x

(1) = ϵω0A cosω0t (2.50)

直接解得

x(1) = −ϵA
2
t cosω0t+K cos(ω0t+ φ′) (2.51)

这又是一个发散项，但是理论上我们应该得到一个阻尼振动解，所以很自然

的有修正

A cosω0t−
ϵA

2
t cosω0t→ Ae−

ϵ
2 t cosω0t (2.52)

我们总结一下，就是对于零阶解 A cosx来说，ϵx cosx对应着一个指数
修正，ϵx sinx 对应着一个频率修正。

高频振动场

考虑一个质量为 m 的质点受两个力一维运动，满足

mẍ = −dU(x)

dx + f(x) cos(ωt+ φ) (2.53)

我们将运动分为两个部分

x = X + ξ (2.54)

其中第一项对时间平均不为零，第二项时间平均为零，并认为第二项相对第

一项为小量。一阶展开后对应相等，有

mẌ = −dU(X)

dx +
f(X)

dx ξ cos(ωt+ φ) (2.55)
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mξ̈ = −d2U(X)

dx2 ξ + f(X) cos(ωt+ φ) (2.56)

设 d2U(X)
mdx2 = ω2

0，解得

ξ = − 1

m(ω2 − ω2
0)

df
dx cos(ωt+ φ) (2.57)

代入上式，对 X 的方程取时间平均，可得

mẌ = − d
dx(U(X) +

f2(X)

4m(ω2 − ω2
0)
) (2.58)

也就是对高频振动场，我们能定义一个如上的有效势能。

这里注意一下高频的意义，是让 ξ 相比 X 是小量，以及 ξ 变化的速度

比 X 快很多，分别使小量展开和取平均能成立。

天体近似

对圆轨道的天体进动使用运动方程的微扰就已经足够了。但是对于椭

圆得使用其他方法。

首先是直接从公式出发，对有心力场来说，设能量为 E，势能为 U0，角

动量为 L，转过的角度可以写为

θ =

∫
L/r2√

2m(E − U0)− L2/r2
dr = − ∂

∂L

∫ √
2m(E − U0)− L2/r2dr

(2.59)
我们设外加一个小量势能变化 δU。那么一圈的进动角为

δθ = 2π − ∂

∂L

∮ √
2m(E − U0 − δU)− L2/r2dr (2.60)

展开可得

δθ =
∂

∂L

∮
mδU√

2m(E − U0 − δU)− L2/r2
dr (2.61)

这个方法经常要用到留数定理。

还有龙格楞次矢量法，设有心势为 −k
r
，则龙格楞次矢量定义为

A⃗ = p⃗× L⃗−mkr̂ (2.62)

矢量大小为 |A⃗ = mke|，e 为离心率。
引入一个小的势能变化 δU，则龙格楞次矢量变化率为

dA⃗
dt = −∇δU × L⃗ (2.63)

可将零级近似代入 dt = mr2dθ
L
。积分得到龙格楞次矢量一个周期的改变量，

方向的改变对应进动，大小的改变对应离心率变化。这里的难点也在积分。
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这章本来有一节参数共振，感觉只是抄书没什么好写的，读者可自行参

考朗道《力学》或者梁昆淼《力学 (下册)》，这方面更高级的内容 Arnold
《Mathematical Methods of Classical Mechanics 》上会有，只不过肯定用不
到就是了。

冲浪的时候发现一篇好文章，物理竞赛专栏 03：轨道微扰，可以作为
这节补充，这个专栏都挺有意思的。他的另一个回答这种情况下应该放弃物

理竞赛吗？我觉得写的很好，大家可以关注一下这个公众号。就是他们群的

名字有点那啥，叫“CPhOnlyfans”……

https://zhuanlan.zhihu.com/p/678428489
https://www.zhihu.com/question/634151236/answer/3340676165
https://www.zhihu.com/question/634151236/answer/3340676165
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2.2 光学方法

2.2.1 光线传递矩阵

对共光轴傍轴成像，设光轴上每一个位置对应的光线用其与光轴的距离

y，光轴方向的夹角与此处折射率的乘积 nθ，这两个参量描述。我们将会看

到，普通光学器件的效果就是对这两个参量进行线性变换。则我们就可以通

过矩阵描述这样的光具组。首先我们写成列矢量[
y

nθ

]
(2.64)

我们希望变换能写成矩阵乘初态矢量的形式，即[
yf

nfθf

]
=

[
A B

C D

][
yi

niθi

]
(2.65)

这个矩阵称为光线传递矩阵。我们接下来先看几种简单原件。

图 2.5: 均匀空间

图 2.6: 介质分界面

如图2.5，考虑光线穿过一个长度为 d 折射率为 n 的空间，那么由直线

传播，可知 θ 不变，∆y = θd。对应矩阵为[
1 d/n

0 1

]
(2.66)

对垂直光轴的平面介质分界面，由折射定律 n1θ1 = n2θ2，如图2.6，则就是
单位矩阵 [

1 0

0 1

]
(2.67)

接下来考虑球面介质分界面，如图2.7，由折射定律
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图 2.7: 球面成像

图 2.8: 薄透镜

n1

s1
+
n2

s2
=
n2 − n1

R
(2.68)

并利用几何关系

s1θ1 = −s2θ2 = y1 = y2 (2.69)

从而矩阵写为 [
1 0

n1−n2

R
1

]
(2.70)

对于一个在折射率为 n 介质中的薄透镜，如图2.8，矩阵写为[
1 0

−n
f

1

]
(2.71)

矩阵相乘的顺序是光线先经过的先乘，遇到反射镜光线反向的时候注意一

下。另一个重点是我们看到以上所有矩阵的行列式均为 1，这说明所有由这
些元素构成的光学器件对应的矩阵行列式仍为 1。然而像劈尖这样的器件对
应的是角度里的平移，不能用矩阵描述。作为一个更深入的理解，读者可能

想到傅里叶光学中横向位置与角度是共轭的傅里叶变量，这和这里的光线

矩阵行列式为 1 有什么关系？
光线矩阵在分析一些特殊位置时也比较清晰，简单介绍一下。

共轭面

首先是共轭面，即互为成像的两个面，满足一个面上的所有点都会成像

到另一个面上。如图2.9
那么对一个特定的 y1，无论 θ1 为多少，它都会成像到一个特定的 y2，
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图 2.9: 共轭面

这说明两个面之间的光线矩阵的 B = 0，从而我们将矩阵写为[
m1 0

C m2

]
(2.72)

这两像分别为物方和像方的横向放大率。由行列式我们容易有 m1m2 = 1。

焦面

然后是焦面，沿光轴自物方入射的平行光在像方的汇聚点即为像方焦

点，对应的垂直光轴的平面就是像方焦面，同理我们有物方焦面，如图2.10。
我们想一下平行光和焦点出射的光之间的关系，不同 y 的平行光变为了焦

图 2.10: 焦面

点出射的不同角度的光线，所以焦面之间的光线矩阵应该写为[
0 1

ϕ

−ϕ 0

]
(2.73)

ϕ = n1

f1
= n2

f2
为光焦度。这两像是光焦度的事实可以从定义导出。
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主面

像方主面的定义是对于任何一条沿光轴自物方入射的光线的延长线与

其出射光线的延长线的交点构成的平面，如图2.11。用矩阵的语言表达，这

图 2.11: 主面

使 y 在变换中不变，即两个主面之间对应着 B = 0 的光线矩阵，可以用光

焦度写为 [
1 0

−ϕ 1

]
(2.74)

接下来我们以主面为例演示一下如何寻找已知光具组的主面，设已知光具

组的在其两个端面的光线传播矩阵是[
A B

C D

]
(2.75)

设前后主面与光具组两个端面距离分别为 l1, l2，由定义我们有[
1 l1/n1

0 1

][
1 0

−ϕ 1

][
1 l2/n2

0 1

]
=

[
A B

C D

]
(2.76)

从而有 C = −ϕ, l1 = n1(1−A)
ϕ

, l2 =
n2(1−D)

ϕ
。

用这个方法可以比较方便地求出厚透镜的各种参数，比如双透镜间距为

d，设像方参数带’，物方不带，令

∆ = d− f ′
1 − f2 (2.77)

那么两个焦距可写为

f = −f1f2
∆

, f ′ = −f
′
1f

′
2

∆
(2.78)

两个主点距离两个透镜的距离

l1 =
d

∆
f1, l2 =

d

∆
f ′
2 (2.79)
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2.2.2 特性矩阵

图 2.12: 介质示意

如图2.12，我们希望考虑一个波在折射率为 n(z) 的介质堆中传播的问

题。为了实用与简洁考虑，我们只考虑多层均匀介质的透射反射率问题。多

光束干涉只能处理单层，而用难集上那个方法又感觉不够一般化，所以介绍

一个特性矩阵法。这个内容更详细的讨论请参考《光学原理》。

在这里我们先只考虑横电波 (TE 波)，即电矢量方向垂直纸面。当然在
这里做的讨论可以同样的移植到 TM 波中。
首先不加证明地指出，若将介质表面的总电场写为 Ex = Ueikyy−iωt，表

面 y 方向的总磁场强度 Hy = V eikyy−iωt，将 U, V 合成一个列矢量

(
U

V

)
，

那么穿过整个介质的效果相当于对这个列矢量进行一个线性变换，也就是

等效为一个行列式为 1 的矩阵作用。这里行列式为 1 与能量守恒有关。
这里利用一个直观的方法来导出均匀介质层的特性矩阵，如图2.13，设

介质折射率为 n，厚度为 h电磁波有关系 ηEx = ±Hy，其中 η = n
√

ε0
µ0

cos θ。
而正负号由波的传播方向决定，从而我们可以将表面的波分解成向下与向

上的两类波叠加

Ud =
1

2
(U +

V

η
), Vd = ηUd (2.80)

Uu =
1

2
(U − V

η
), Vu = −ηUu (2.81)

设 δ = 2π
λ
nh cos θ，对前后两个表面的电磁场，有相位关联

U2d = eiδU1d, U1u = eiδU2u (2.82)
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图 2.13: 波的分解

从而我们可以反解出特性矩阵(
cos δ − i

η
sin δ

−iη sin δ cos δ

)
(2.83)

对 TM 波，我们只需代入 η′ = 1
n

√
ε0
µ0

cos θ。这里可能有个疑问，我们知道
多光束干涉时相位差为 2π

λ
nh

cos θ，与这里不同。但要注意到，根据前面 U, V

的定义式，我们将 y 方向的相位变化丢到了后面那一项，也就是 U, V 中只

包含了 z 的变化。

对于多层叠加，只需矩阵相乘即可。

也可以将均匀介质层的结论微元化(
1 − i

η
2π
λ
n cos θdh

−iη 2π
λ
n cos θdh 1

)
(2.84)

从而积分得到最一般的结果。

最常考的情形是 θ = 0, δ = π
2
。

当我们得到特性矩阵时，我们可以容易求出反射与透射强度，注意到出

射方向只有一个方向的光，设入射波为 A，振幅透射率与反射率记为 r, t，从

而得到两端矢量(
U1

V1

)
=

(
A(1 + r)

η1A(1− r)

)
,

(
U2

V2

)
=

(
At

η2At

)
(2.85)
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设特性矩阵为 M，取其逆

M−1 =

(
m′

11 m′
12

m′
21 m′

22

)
(2.86)

从而

r =
(m′

11 +m′
12η2)η1 − (m′

21 +m′
22η2)

(m′
11 +m′

12η2)η1 + (m′
21 +m′

22η2)
(2.87)

t =
2η1

(m′
11 +m′

12η2)η1 + (m′
21 +m′

22η2)
(2.88)

2.2.3 琼斯矩阵

为了描述一个具有偏振方向的光，我们引入一个矢量称为偏振矢量，定

义为 (
UX

UY

)
(2.89)

这两项分别为两个方向的复振幅，为了方便，常取归一化矢量。接下来举几

个特殊偏振的例子，

x 偏振 :

(
1

0

)
(2.90)

y 偏振 :

(
0

1

)
(2.91)

45 度偏振 :
1√
2

(
1

1

)
(2.92)

右旋圆偏振 :
1√
2

(
1

−i

)
(2.93)

左旋圆偏振 :
1√
2

(
1

i

)
(2.94)

各种偏振器件对光的作用可以写为矩阵形式，称为琼斯矩阵，接下来给出几

个常见的矩阵

转偏器 (旋光) :
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(2.95)

波晶片 :

(
1 0

0 e−i∆

)
(2.96)

偏振片 :

(
cos2 α sinα cosα

sinα cosα cos2 α

)
(2.97)
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这些矩阵的行列式不都为 1。最后考虑一下反射的情形，设传播方向为 z，

空间反射使其反向由于我们在空间中始终取右手系，所以必须再旋转一个

坐标轴，取为 x，可将矩阵写为 (
−1 0

0 1

)
(2.98)

逆向传播时，元件的作用是其原本矩阵的转置。

然而，偏振矢量只能表达纯态的光，表达不了像自然光或部分偏振光这

样的各种不同态混合的光。为此，我们引入一个厄密矩阵，称为相干矩阵，

定义为

J =

(
< UxUx∗ > < UxUy∗ >
< Ux ∗ Uy > < UyUy∗ >

)
(2.99)

其中 <...> 是取统计平均操作，容易看到矩阵的迹 TrJ 即为光强，自然光
的光强归一化相干矩阵是

1

2

(
1 0

0 1

)
(2.100)

一个辨别一束光是否是纯态的方法是先归一化 J，再计算 TrJ2，若其为 1则
为纯态，若小于 1 则为混合态。

现在琼斯矩阵 L 对相干矩阵的作用写为

J′ = LJL† (2.101)

其中 † 为对矩阵取转置和共轭。
这里构造相干矩阵来处理不同矢量统计混合的问题在量子力学中也有

体现，即所谓的密度矩阵或密度泛函，令 pi 为某一态矢量出现的概率

ρ =
∑
i

pi |ψ⟩ ⟨ψ| (2.102)

这在量子统计力学中占重要地位。

然而相干矩阵不能线性叠加，这意味着它在那种自然光双缝干涉中并不

实用，事实上我个人喜欢用一个不太严格的偏振矢量来处理，对 x, y 方向

光强比为 η2 的部分偏振光，设一个矢量(
A

B

)
(2.103)

令 |B|
|A| = η，接下来的步骤与普通的偏振矢量相同，但是在最后一步求光强

时，将 AB∗, A∗B 的交叉项消去，即可得到正确答案。
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以一个例子说明之，用上面的光对一个双缝干涉，我们在双缝处分别贴

上两个 ±α 的偏振片。那么末态两个矢量为

P1 =

(
cos2 αA+ sinα cosαB
sinα cosαA+ sin2 αB

)
, P2 =

(
cos2 αA− sinα cosαB
− sinα cosαA+ sin2 αB

)
(2.104)

设双缝之间相位差为 δ，则末态矢量写为

P = P1e
i δ
2 + P2e

−i δ
2

=

(
2 cos2 α cos δA+ 2i sinα cosα sin δB
2i sinα cosα sin δA+ 2 sin2 α cos δB

)
(2.105)

则光强

I = 4 cos4 α cos2 δ|A|2 + 4 sin4 α cos2 δ|B|2

+4 sin2 α cos2 α sin2 δ(|A|2 + |B|2)

+ 8i sinα cosα sin δ cos δ(AB∗ −A∗B)︸ ︷︷ ︸
=0

(2.106)

最终求出衬比度为

γ =
|(cos2 α− η2 sin2 α) cos 2α|

cos2 α+ η2 sin2 α
(2.107)

2.2.4 双折射

双折射效应是由介质折射率各向不同性导致的，我们接下来考虑 µ = µ0

的非磁性介质，我们设对角化后的介质介电常数张量为

↠
ε = ε0


n2
x 0 0

0 n2
y 0

0 0 n2
z

 (2.108)

介质中的无源麦克斯韦方程

∇ · D⃗ = 0

∇ · B⃗ = 0

∇× H⃗ = ∂tD⃗

∇× E⃗ = −∂tB⃗

(2.109)
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对于平面波，我们将 ∇ 用 ik⃗ 代换，将 ∂t 用 −iω 代换有

k⃗ · D⃗ = 0

k⃗ · B⃗ = 0

k⃗ × H⃗ = −ωD⃗

k⃗ × E⃗ = ωB⃗

(2.110)

注意到光线方向就是能流方向，即

S⃗ = E⃗ × H⃗ (2.111)

从上述式子与条件我们可以发现，B⃗ 与 H⃗ 同向，且 B⃗, E⃗, S⃗ 与 H⃗, D⃗, k⃗ 这

两组矢量内部均两两垂直。可知 E⃗, D⃗, S⃗, k⃗ 在同一平面内。E⃗, D⃗ 的夹角与

S⃗, k⃗ 的夹角相同，设为 θ 我们接下来定义波法线折射率

nk =
c

vk
=
c|k⃗|
ω

=

√
|D⃗|

ε0|E⃗| cos θ
(2.112)

光线速度为

vs =
|E⃗ × H⃗|
E⃗ · D⃗

(2.113)

光线折射率定义为

ns =
c

vs
= nk cos θ =

√
|D⃗| cos θ
ε0|E⃗|

(2.114)

这和我们作图法的结论相符。

设 S⃗ 方向的单位矢量 ŝ，k⃗ 方向单位矢量 k̂，由几何关系，有

D⃗ =
|D⃗|

|E⃗ cos θ|
[E⃗ − k̂(k̂ · E⃗)] (2.115)

E⃗ =
|E⃗|

|D⃗ cos θ|
[D⃗ − ŝ(ŝ · D⃗)] (2.116)

另有本构关系

D⃗ =
↠
ε · E⃗ (2.117)

E⃗ =
↠
ε
−1

· D⃗ (2.118)

原则上通过(2.115)和(2.117)我们就可以解出波法线折射率的取值，即解方
程

det[
↠
ε

ε0
− n2

k(1− k̂k̂)] = 0 (2.119)
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其中 k̂k̂ 是并矢，光线折射率也可同理解出。

事实上我认为单轴晶体折射率直接解这个方程更方便，设折射率
↠
ε
ε0

=

diag(n2
1, n

2
1, n

2
2)。这时候我们可以直接代入 k⃗ = (k sinϕ, 0, k cosϕ)。从而∣∣∣∣∣∣∣∣
n2
1 − n2

k cos2 ϕ 0 n2
k sinϕ cosϕ

0 n2
1 − n2

k 0

n2
k sinϕ cosϕ 0 n2

2 − n2
k sin2 ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.120)

即解得 nk = n1 或 nk = n2
1n

2
2

n2
1 sin2 ϕ+n2

2 cos2 ϕ
。对应的电场矢量分别是 (0, 1, 0)

和 (n2
2 cosϕ, 0,−n2

1 sinϕ)，分别对应 o光与 e光。同时也容易计算出 cos θ =
n2
2 cos2 ϕ+n2

1 sin2 ϕ√
n4
2 cos2 ϕ+n4

1 sin2 ϕ
，从而可以得到光线折射率。对于记不住公式的同学 (比如

我)，这样做也是一种选择。
但是在一般情况下，直接解这个方程太过麻烦了，所以我们再进行一步

操作，将(2.115)和(2.117) 联立，可得到方程的分量形式

Ei =
n2
kk̂i(k̂ · E⃗)

n2
k − n2

i

(2.121)

两边同乘 ki 再求和，可消去 k̂ · E⃗，可得

k̂2x
n2
k − n2

x

+
k̂2y

n2
k − n2

y

+
k̂2z

n2
k − n2

z

=
1

n2
k

(2.122)

定义主传播速度 vi =
c
ni
，还可改写为

k̂2x
v2k − v2x

+
k̂2y

v2k − v2y
+

k̂2z
v2k − v2z

= 0 (2.123)

如法炮制一下，可以得到光线折射率椭球满足

ŝ2x
1
v2
k
− 1

v2
x

+
ŝ2y

1
v2
k
− 1

v2
y

+
ŝ2z

1
v2
k
− 1

v2
z

= 0 (2.124)

整个过程中我们可以看到两个折射率的方程具有相似性，事实上两组方程

中的各量存在这如下的代换关系

D⃗ ↔ E⃗, k̂ ↔ −ŝ

nk ↔ 1

ns

, vk ↔ 1

vs
(2.125)

ni ↔
1

ni

, vi ↔
1

vi

求界面上的折射问题需要用到惠更斯作图法，即利用光线速度分布画出波

阵面，从而求解折射方向。另外这里略去了折射率椭球与光线椭球这样的工

具，因为感觉不太实用 (还有懒)，感兴趣同学可以看《光学原理》。
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2.2.5 其它

对一个观测太阳的模型，考虑横向与纵向的视角之比，如图2.14。

图 2.14: 看太阳
图 2.15: 张角变化

太阳可视为球形，张角为 ∆ϕ，设空间中一个固定的标尺，光遇到大气

层前直线传播，与标尺夹角为 α，光到达地面时与地面夹角为 θ。则对地面

上的观测者，平行纸面方向张角为 dθ
dα∆ϕ。但垂直纸面方向张角也会发生变

化，如图2.15，考虑时需要结合这两项。

图 2.16: 不傍轴光线

若一个不傍轴光线入射球面，光线在光心处小范围入射。如图2.16，考
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虑相邻两条光线并应用小量形式的折射定律，我们可以得到

n1 cos2 θ1
u

+
n2 cos2 θ2

v
=
n2 cos θ2 − n1 cos θ1

R
(2.126)

折射率的微观起因是晶格的散射，事实上介质只是不同真空电磁波的叠

加。一个半定量的解释如下，如图2.17，晶格之间的是真空中电磁波，满足

图 2.17: 折射率的解释

k = ω
c
。由于晶格之间的相位差，所以只有满足布拉格公式的散射光才能相

干增强，再考虑到一些无规则的涨落，最终我们只考虑和入射光同向的散射

的影响，我们设经过 dx 有比例为 γdx 的光被散射，设散射光具有相位突变
φ。近似的写出传播 dx 后的复振幅

U ′ = Ueikdx−iωdt + eiφγdxU (2.127)

只考虑虚部变化，最终写出

U ′ = Uei(k+γ sin φ)dx−iωdt (2.128)

可得折射率

n =
k + γ sinφ

k
(2.129)

这种想法有点像散射的玻恩近似。CPHOS 的 T5 也有用这种次波相加的想
法解释折射率。

关于傅里叶光学感觉讲不出新东西，还要铺垫傅里叶变换和波前相关的

内容，本作的目的并不是成为一本教材式的百科全书，所以就不讲了。这部

分内容初步的可以参考《现代光学基础》的 2、6、7 章，了解到这里对竞赛
应用就够了。感兴趣的可以看 Goodman《傅里叶光学导论》。
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对于一些愚蠢的各向不同性折射率分布，干脆直接用最小作用量原理。

仿照导出能动量守恒的方法导出折射中的不变量。这里对应时间的积分变

量的选取可有一定任意性，如 s =
∫
n
√
1 + r2φ′2dr =

∫
n
√
r2 + r′2dφ，根

据 n 的形式而定，有时一个给出动量另一个能量，读者可自己尝试。
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2.3 运动学随记

2.3.1 几种约束

杆与绳的约束

两点间距不变

(r⃗A − r⃗B)
2 = Const (2.130)

对时间求导两次得到速度关联和加速度关联

⇒ (r⃗A − r⃗B) · (v⃗A − v⃗B) = 0 (2.131)

⇒ (r⃗A − r⃗B) · (a⃗A − a⃗B) + (v⃗A − v⃗B)
2 = 0 (2.132)

将其微分化我们可以得到绳的运动约束

∂vτ
∂s

=
vn
ρ

(2.133)

∂aτ
∂s

− an
ρ

+
∂v

∂s

2

= 0 (2.134)

s为线段长度，ρ为该处曲率半径 (更详细的建议同学们去看看金树雨的《关
于重软细不可伸长绳的研究》)。
顺便给出绳的动力学方程，设质量线密度 λ，内部张力 T，外力线密度

为 fn, fτ，利用自然坐标系

λaτ =
∂T

∂s
+ fτ , λv

2 = T
∂θ

∂s
+ Fn (2.135)

纯滚动

纯滚动接触的两个点有速度关联与加速度关联

v1τ = v2τ , v1n = v2n (2.136)

a1τ = a2τ , a1n ̸= a2n (2.137)

法向相对加速度之差是

a1n − a2n = ω2
1ρ1 + ω2

2ρ2 +
u2

ρ1 + ρ2
(2.138)

u 为两者曲率中心的相对速度。这里要注意一下法向的定义，可能会相差正

负号。

有个简单理解，就是前两项是接触点对曲率中心的相对加速度，最后一

项是曲率中心相互绕转的加速度。前两种约束如图2.18所示
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图 2.18: 两个约束

点在线上，点在面上

二维中，约束在方程为 f(x, y, t) = 0 的线上的点的速度约束

∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂y
ẏ +

∂f

∂t
= 0 (2.139)

三维中，约束在方程为 g(r⃗, t) 的面上的点的速度约束

∇g · v⃗ +
∂g

∂t
= 0 (2.140)

2.3.2 杆环体系

图 2.19: 杆环

如图2.19，固定的半径为 R 环上始终与其相切的杆，设原先杆的中心

与环相切，设接触点转过 θ 角。此时接触点与中心距离为 x。则杆的角速度

和速度可以写为

ω = θ̇, vcτ = ẋ−Rθ̇, vcn = xθ̇ (2.141)

纯滚条件对应

ẋ = θ̇R (2.142)

加速度则是

acτ = ẍ− θ̇2x− θ̈R (2.143)
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acn = −θ̇2R+ θ̇ẋ+ θ̈x (2.144)

对于杆与环都有运动的情形，求其中的加速度关联。若是杆在环外，取

杆的参考系，那么我们知道环的中心的加速度一定平行于杆。

图 2.20: 双环

对于平面内两个相交的双环，双环均绕某定点转动，如图2.20。求某个
交点的速度与加速度，建议在 ω1 的旋转系中设出环 1 的角速度和角加速
度。2 同理。再利用换系得到同一点地面系下速度加速度的两种表示，让两
个结果对应相等，就可以消去设出的角速度，得到地面系下的各量。对于求

交点的参量的问题可以用这种方法，更好地利用了几何约束。

2.3.3 一个证明

刚体在平面上纯滚，我们在这里试图证明接触点的切向加速度为零，法

向加速度为 ω2ρ。其中 ρ 是接触点对应曲率半径。

先取刚体上一个固连点 O，设接触点为 D，设 O 的速度为 v⃗O，D 对
O 的位矢 r⃗D，首先我们要注意的是接触点是时刻在变化，我们将求的是此

刻是接触点的那个点的加速度。

有纯滚约束

v⃗O + ω⃗ × r⃗D = 0 (2.145)

对之微分

˙⃗vO + ˙⃗ω × r⃗D + ω⃗ × ˙⃗rD = 0 (2.146)

我们接下来考察 ˙⃗rD，注意这个位矢是在地面系下写出的，它的变换由

两部分贡献，其一是刚体的旋转，其二是接触点在刚体固连系的变化。由几
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何关系，固连点的变化是 dr⃗D1 = dθ × ρ⃗。于是

˙⃗rD = ω⃗ × r⃗′
D + ω⃗ × ρ⃗ (2.147)

这里我们引入 r⃗′
D 是想表达这是在刚体固联系中的量，对应的是现在是接

触点的那个固连点与 D 之间的位矢，此刻有 r⃗D = r⃗′
D。

加速度表达式

a⃗ = ˙⃗vO + ˙⃗ω × r⃗′
D + ω⃗ × (ω⃗ × r⃗′

D) (2.148)

全部代入可得

a⃗ = −ω2ρ⃗ (2.149)

得证

如果并不是在平面上运动，请读者自己证明一下，理应导出(2.146)的结
果。
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2.4 热学拾遗

2.4.1 相变潜热

重点是要注意相变潜热是等温等压情况下的热量变化 (这里取吸热为
正)，在可逆过程中对应焓变。
我们以下主要关心理想气体与不可压缩忽略体积的流体之间的汽化热

L。克拉伯龙用 dµA = dµB 容易导出，也可以用 L = HA−HB = T (SA−SB)

导出，移项会发现两种方法是一样的

相变中的热量概念

首先我们考虑绝热等体环境下相变导致的温度变化。以化学反应为例。

设初末态均为理想气体物质的量分别为 ni, nf。设相变潜热为 λ。

先在等温等压环境下考量，我们这么理解这个过程，首先体系从外界吸

收了热量 λ，再加上发生化学反应放出的热量 Q，使得原物质变成等温的末

态物质，且对外做了一些功。于是我们写出

λ+Q = ∆U + (nf − ni)RT0 (2.150)

其中 ∆U 是变为等温末态物质的内能变化。

然后考虑绝热等体，由于绝热，没有吸热。由于等体，没有做功。这两

者的差会使末态温度变化。列出末态的热一

Q = ∆U + nfCV,f (T − T0) (2.151)

于是有

T = T0 +
(nf − ni)RT0 − λ

nfCV,f

(2.152)

绝热饱和蒸汽

设水蒸汽摩尔内能为 uv，液态水摩尔内能为 uw，由于汽化热是焓变，

有

uw = uv +RT − L (2.153)

设总摩尔量为 ν0，水蒸气摩尔量为 ν，液态水摩尔热容为 cw，水蒸气等压

摩尔热容 cp 考虑 ν 随温度变化，在这个过程中 L 与热容可视为不变。

状态方程

pV = νRT (2.154)
1拾遗有个历史笑话，宋代俞琰《席上腐谈》卷上记载“温州有土地杜拾姨无夫，五撮须相公无妇。州

人迎杜拾姨以配五撮须，合为一庙。杜十姨为谁？乃杜拾遗（杜甫）也。五撮须为谁？乃伍子胥也。”
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克拉玻龙方程
dp
dT =

pL

RT 2
(2.155)

绝热方程

νduv + dνuv + (ν0 − ν)duw − dνuw + pdV = 0 (2.156)

联立得 (pdV = d(pV )− pV
RT 2 dT )

dν
dT + (

(Cp − Cw)

L
− 1

T
)ν =

ν0Cw

L
(2.157)

由一阶常微分方程，立刻解得。

原题认为 L 不变，从而认为 dL = (Cp −Cw)dT = 0，个人认为是的不

合理的。因为 dL 是 RdT 的同阶小量，只忽略 dL 会导致错误。L 不变应
当只是在温度范围内 ∆L

L
≪ 1。忽略同阶小量在很多物理竞赛题标答中都有

出现，希望复决赛不会有。

2.4.2 非平衡两个小结论

耗散与扩散

定义一个分布 f 表示粒子数密度，有扩散流

J1 = −D∇f (2.158)

再定义一个由耗散导致的流，如电流，速度与单个粒子受力成正比，v = µF，

则

J2 = fv = µfF = −µf∇E (2.159)

J1 + J2 = 0 ⇒ f ∝ e−
µE
D (2.160)

与玻尔兹曼分布比较得 µ
D

= 1
kT
。

1/6 的导出

大家都知道泄流的系数是 1/4，但看过刘玉鑫老师热学书的同学可能
记得各类输运现象的系数是 1/6×2=1/3。以下阐释之。设空间内某物理量
有一维浓度分布 n(x)(或者想成沿局域浓度梯度取 x 方向)，设速率分布为
f(v)，平均自由程分布为 g(λ)。粒子一旦发生碰撞就与周围同化。

让我们来考虑 dt 时间内，撞到 x = x0 处 dS 面积的某半边上，速度大
小为 v 与法线夹角为 θ，自由飞行距离为 λ 的粒子所携带的该物理量。

dN = n(x0 + λ cos θ)vdt cos θdSf(v)g(λ)sin θ
2

dvdλdθ (2.161)
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展开 n 并积分，得到单方向流密度

J ′ =

∫ ∞

0

dv
∫ ∞

0

dλ
∫ π/2

0

dθ(n(x0) +
dn
dxλ cos θ)v cos θf(v)g(λ)sin θ

2
(2.162)

积分得

J ′ =
1

4
n(x0)v̄ +

1

6

dn
dxλ̄v̄ (2.163)

考虑另一边

J ′′ =
1

4
n(x0)v̄ −

1

6

dn
dxλ̄v̄ (2.164)

最终得到净流密度

J = −1

3
∇nλ̄v̄ (2.165)

但如果是一面真空一面有气体的话保留一阶即可。

2.4.3 余弦辐射

首先余弦辐射可以由光子泄流导出，请读者自己考虑。

其次有个很有用的性质，温度相同时，由于热平衡，入射能流与出射能

流相等，所以可以使用 1 对 2 的能流来反推出 2 对 1 的能流。这点在某些
时候比较有用，如你知道内圆柱对外圆柱的能流为 2πr2LT 4

1，则立刻知道外

圆柱对内圆柱的能流是 2πr2LT 4
2，从而不用考虑什么积分范围之类的。利

用热平衡还能算出物体的吸收，热导等性质。

接下来给出一下余弦辐射的归一化系数，如图2.21 三维能流

图 2.21: 余弦辐射

J =
1

π
σT 4 S⃗1 · r̂S⃗2 · r̂

r2
(2.166)

二维能流，相当于无限长黑体棍

J =
1

2
σT 4 l⃗1 · r̂l⃗2 · r̂

r
(2.167)
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2.5 相对论变换

2.5.1 魏格纳转动

这小节主要参考了知乎文章《相对论：多次换系的 Wigner Rotation》
这个东西说的实际上是连续的两次相对论变换不满足叠加原理。首先

推出一个普通的洛伦兹变换形式，取自然单位制，设速度矢量为 v⃗。首先取

原点在变换下不变，将一个矢量沿速度方向和垂直速度方向投影

x⃗∥ =
v⃗v⃗

v2
· x⃗ (2.168)

x⃗⊥ =(1− v⃗v⃗

v2
) · x⃗ (2.169)

利用熟知的结果

x⃗′
⊥ = x⃗⊥ (2.170)

t′ =γ(t+ v⃗ · x⃗∥) (2.171)

x⃗′
∥ =γ(x⃗∥ + v⃗t) (2.172)

可以将变换写为对四矢量 (t, x⃗) 作用的矩阵
γ γvx γvy γvz

γvx 1 + (γ−1)v2
x

v2

(γ−1)vxvy

v2

(γ−1)vxvz
v2

γvy
(γ−1)vyvx

v2 1 +
(γ−1)v2

y

v2

(γ−1)vyvz
v2

γvz
(γ−1)vzvx

v2

(γ−1)vzvy
v2 1 + (γ−1)v2

z

v2

 (2.173)

我们接下来证明连续的两个正交方向相对论变换与相同速度的直接变换

差一个转动矩阵，设先后进行 vxx̂, vyŷ 的变换，它们的和速度为 vxx̂ +√
1− v2xvyŷ，以下矩阵省略 z 分量这个转动矩阵满足

1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ



γy 0 γyvy

0 1 0

γyvy 0 γy



γx γxvx 0

γxvx γx 0

0 0 1



=


γxγy γxγyvx γyvy

γxγyvx 1 + (γxγy−1)γ2
xv

2
x

γ2
xv

2
x+v2

y

(γxγy−1)γxvxvy
γ2
xv

2
x+v2

y

γyvy
(γxγy−1)γxvxvy

γ2
xv

2
x+v2

y
1 +

(γxγy−1)v2
y

γ2
xv

2
x+v2

y

 (2.174)

可以解得

sin θ = γx
γy

γxγy − 1

γ2xv
2
x + v2y

vxvy (2.175)

这个转动可以看成是两个系中速度矢量与各自 x轴夹角的差值，有些解
法就是从这里入手的，另外托马斯进动是将这里的 y 方向速度代换为 adt。

https://zhuanlan.zhihu.com/p/216448381
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2.5.2 斐索流水实验

这个经典老题相信大家都会做，标准做法是用相对论速度变换。但是波

没有质点那样确定的位置和速度，为什么能对波进行速度变换？而且我们知

道，在相对论变换下，波矢变换满足一般的四矢量变换，为什么不用这个代

入相速度 ω
k
代入变换公式？

事实上速度变换的对象是群速度，其在三维空间下可写为 ∇kω，∇k 表

示 k 空间内求梯度，即速度 i 分量为 ∂ω
∂ki
。下面证明群速度变换满足一个正

常的速度矢量变换，以 x 方向 boost 为例，取 c = 1，有

ω = ω(kx, ky, kz), (2.176)

k′y = ky, k
′
z = kz (2.177)

ω′ = γ(ω + vkx), k
′
x = γ(kx + vω) (2.178)

v′gx =
∂ω′

∂k′x
=
∂ω′

∂kx

∂kx
∂k′x

=
∂ω
∂kx

+ v

1 + v ∂ω
∂kx

=
vgx + v

1 + vvgx
(2.179)

对k′x以k
′
y作偏导

0 = γ(
∂kx
∂ky

+ v
∂ω

∂kx

∂kx
∂ky

+ v
∂ω

∂ky
) (2.180)

⇒∂kx
∂ky

= − vvgy
1 + vvgx

(2.181)

v′gy = γ(
∂ω

∂ky
+
∂ω

∂kx

∂kx
∂ky

+ v
∂kx
∂ky

) (2.182)

⇒v′gy =
vgy

γ(1 + vvgx)
(2.183)

z 方向同理，得证。读者自己证明的时候注意下偏导关系在谁不变时作用。

我们取介质静止系下折射率为 n，那么恢复量纲，若介质速度与光线速

度同向，那么地面系下相速度与群速度均为

u =
c+ nv

nc+ v
≈ c

n
+ (1− 1

n2
)v (2.184)

1 − 1
n2 称为斐索曳引系数。若介质有色散，满足 n(ω)，设地面系下角频率

ω，则介质静止系下角频率 ω′ 满足 ω = ω′ + nv
c
ω′。那么速度为

u =
c+ n(ω′)v

n(ω′)c+ v
≈ c

n(ω)
+ (1− 1

n(ω)2
+

ω

n(ω)

dn
dω )v (2.185)

此时曳引系数为 1− 1
n(ω)2

+ ω
n(ω)

dn
dω。
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2.5.3 分布变换

由于观测者总是在地面系下观测物体，如何将另一个系中的空间分布变

换到地面系下就成了一个重要的问题。在相对论中，这个问题会有点麻烦，

因为空间坐标的变换和时间坐标扯在了一起，而我们真正观测到的是地面

系下某个时刻对应的空间分布。

考虑某系中的一根杆，到地面系后的变化，在四维空间中，它有两个自

由度比如 x− y 平面中一根杆，满足

t′ = a0, x
′ = a1, y

′ = kx′ + b, z′ = 0 (2.186)

经过一系列变换后到达地面系，地面系中坐标满足

t = ft(x
′, y′, z′, t′), x = fx(x

′, y′, z′, t′)

y = fy(x
′, y′, z′, t′), z = fz(x

′, y′, z′, t′) (2.187)

我们对特定时刻 t = A0，反解出 a0 = g(A0, a1)，再代入剩下的方程得到

x = fx(a1, A0), y = fy(a1, A0), z = fz(a1, A0) (2.188)

这是个双自由度方程，代表了一个运动的曲线。由于经过的变换都是线性变

换，最终得到的仍是四维空间中匀速运动的一根杆。

对于相空间中的分布变换，我们知道粒子约束在 E2 − p2 = m2 的能动

量空间超曲面上运动，且洛伦兹变换满足四维体积元换系不变，从而

δ(E2 − p2 −m2)dEd3p = Const (2.189)

积分一次可知 d3p
E
换系不变。

2.5.4 波动的变换方法

这里讲两个经典波动效应的变换方法，并推广到相对论情况，以下考虑

的都是匀速直线运动。

多普勒效应

首先考虑多普勒效应，一个经典的解释如图2.22。考虑波源速度为 v⃗′，

角频率为 ω0，波速为 u，在 t′ 时刻沿 n̂ 发出的波，在 t 时刻被速度为 v⃗ 的

接收者接收。之后 t+ dt′ 时刻波源发出的波在 t+ dt 时刻被接收，接收者
感受到的角频率为

ω =
dφ
dt = ω0

dt′
dt (2.190)
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图 2.22: 多普勒效应

由几何关系，考虑到前后多走的路程

dL = u(dt− dt′) = v⃗ · n̂dt− v⃗′ · n̂dt′ (2.191)

从而得到

ω = ω0
1− v⃗ · n̂/u
1− v⃗′ · n̂/u

(2.192)

这个方法固然直观，但是它推导较为繁琐，且同时涉及了 t, t′ 两个时刻的物

理量，对于一些推广并不方便，所以介绍一下变换相位的方法。

这里最基本的事实是相位 φ 是一个换系不变量，那么我们只需要用到

坐标变换就可以知道相位在地面系中的表达式。同时，接收者感受到的频率

满足

ω =
dφ(r⃗, t)

dt =
∂φ

∂t
+ v⃗ · ∇φ (2.193)

因此我们只要在任意系中写出 φ，再换至地面系，就可以求出对任意一个接

收者的角频率了。我们试着重新写出上面的结果，在波源时空间的相位分布

为

φ = ω0(t1 −
|⃗r1|
u

) (2.194)

坐标变换满足

r⃗ = r⃗1 + v⃗′t (2.195)

然后试着代入式(2.193)，会发现与答案不一致，读者可能会认为这是因为这
里用的全是 t 时刻的参数，但就算代换之后还是不一致，这是为什么？

不知道读者有没有想过为什么式(2.192)不是换系不变的，实际上前面
一直没有提及一个很重要的条件，就是波传播介质的运动情况。在(2.192)中
我们默认了在考虑的系中介质没有速度，然而在(2.194)中却认为波源静止
系中介质静止。这两个并不是一样的情形。事实上对(2.192)的情况来说，相
位满足一个参数方程

φ(r⃗, t) = ω0t
′, t′满足t = t′ +

|⃗r − v⃗′t′|
u

(2.196)
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再代入(2.193)，可得正确结果。
到这里为止可能并没有显示出相位变换的优点，甚至更为繁琐了。但是

请注意在狭义相对论中，光波传播并没有所谓的介质，换而言之每个系都可

以当做介质静止系考虑，这时候相位变换就有显著的优点。

但是要注意，在相对论中感受到的频率是在本征系中定义的，这里还涉

及了一项时间的钟慢效应，于是

dφ
dτ = γ(

∂φ

∂t
+ v⃗ · ∇φ) (2.197)

比如说一个以速度 v′x̂ 运动的光源，相位就可以直接写为

φ = ω0(γ(t− v′x) +
√
γ2(x− v′t)2 + y2 + z2) (2.198)

可以立刻得到多普勒效应。

如果你用波矢变换的结果本质上还是算了两个不同时间的量。

运动介质折射

图 2.23: 运动介质折射

如图2.23，一个分界面上，两边有不同介质，波速分别为 u1, u2，各自以

速度 v1, v2 沿界面运动。设一束入射波在界面上发生折射，设折射前后在介

质静止系中波与界面法线的夹角分别为 θ1, θ2，我们先利用惠更斯原理来求

出折射角之间的关系。考虑相隔 t 时刻入射的两列波，几何关系如图所示，

有

sin θ2 =
u2t

l − v2t
(2.199)

同时有

l − u1t =
v1t

sin θ1
v1t (2.200)



jxq
202

4

42 第二章 模型与方法

联立得
sin θ1

u1 + v1 sin θ1
=

sin θ2
u2 + v2 sin θ2

(2.201)

接下来我们希望利用波矢变换来重新导出这一结论，对于 φ = ωt− k⃗ · x⃗，代
入伽利略变换 x⃗′ = x⃗− v⃗t，我们立刻得到非相对论情况下波矢变换

ω′ = ω + k⃗ · v⃗, k⃗
′
= k⃗ (2.202)

注意到介质静止系最重要的性质是满足 ω = u|k⃗|，沿用上面的 θ 参量，则

可设介质内波矢为 (ω′
i,

ω′
i

ui
sin θi, ω

′
i

u
cos θ)，i = 1, 2，x 方向为平行界面方向。

而折射定律可以简单的表示成

k1x = k2x (2.203)

ω1 = ω2 (2.204)

分别对应时间与空间的平移不变性。

将波矢均换至地面系

ω1 = ω′
1(1 +

v1
u1

sin θ1) = ω2 = ω′
2(2 +

v2
u2

sin θ2) (2.205)

再代入
ω′
1

u1
sin θ1 =

ω′
2

u2
sin θ2 (2.206)

同样得到
sin θ1

u1 + v1 sin θ1
=

sin θ2
u2 + v2 sin θ2

(2.207)

这相对会简单一些。

而且这很容易拓展到相对论情形，同理可证相对论下波矢就满足一个正

常的四矢量变换，即

k′y = ky, k
′
z = kz (2.208)

ω′ = γ(ω + vkx) (2.209)

k′x = γ(kx + vω) (2.210)

将其应用在上面的情形，可得到相对论下的折射定律

sin θ1 + v1u1
u1 + v1 sin θ1

=
sin θ2 + v2u2
u2 + v2 sin θ2

(2.211)

但是这里有一个问题，我们自始至终算的都是介质静止系下的角度关系。若

要换到地面系下，就得考虑两种可能，若是希望求出光线在地面的方向，就

利用普通速度变换，若是地面中波矢，就将波矢变换代入。事实上运动的介

质可以看成一种很特殊的各项不同性介质，出现相位和能流的分离是当然

的。



jxq
202

4

2.5 相对论变换 43

2.5.5 光强变换

这里处理一下平面波所对应的

首先介绍一个唯象方法，认为光强是光子流，设光子垂直接收面的速度

为 v⊥，普朗克常量为 h，频率为 ν，数密度为 n，则光强写为

I = nhνv⊥ (2.212)

ν, v⊥ 的变换可以由波矢变换和速度变换得到，而唯象的一步，是认为数密

度的变换和频率的变换一致。从而知道地面系中光强和方向，就可知道接收

面感受到的光强。

图 2.24: 光强变换示意

一个基于光子的严格证明如下，设一个板以速度 βc 沿 x 轴运动，设板
的静止系中板形状如图??，与 y 轴夹角为 θ，面积为 S。设地面系中有光强

为 I0，频率为 ν，与速度方向夹角 φ 的光束入射。在地面系下有尺缩效应，

与竖直方向夹角变为 θ‘，面积变为 S cos θ
cos θ′。有

tan θ′ =
√

1− β2 tan θ (2.213)

接下来考虑板单位时间接收的光子数，在地面系中考虑，很显然我们知道若

板的速度与光的速度正时的情况，满足

dN =
I0
hν

dtS正对(1 + β) (2.214)

再注意到一个事实，平行与板的速度分量不影响接收的光子数，所以将板的

速度分解为平行于板的分量以及平行于光的分量，由余弦定理

β∥light = β
cos θ′

cos(θ′ − φ)
(2.215)

地面系下正对光强的面积为 S cos θ
cos θ′ cos(θ′ − φ)，所以单位时间光子数为

dN =
I0
hν

dtS cos θ
cos θ′ cos(θ′ − φ)(1 + β

cos θ′
cos(θ′ − φ)

) (2.216)
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由于光子数换系不变，感受到的光强为

I =
dNhν ′

dt′ (2.217)

钟慢使 dt
dt′ = γ，直接变换得 ν′ = γν(1 + β cosφ)。代入，展开光强表达式

可得

I = γ2(1 + β cosφ)[(cosφ+ β) cos θ +
√
1− β2 sinφ sin θ]I0 (2.218)

利用这个可以证明唯象公式的正确性，速度变换

β⃗
′
= (

β + cosφ
1 + β cosφ,

√
1− β2β sinφ
1 + β cosφ ) (2.219)

可得

β⊥ = β⃗
′
· (cosθ, sin θ) = (cosφ+ β) cos θ +

√
1− β2 sinφ sin θ

1 + β cosφ (2.220)

再乘以两个频率变化因子 γ(1 + β cosφ) 就得到了一样的变换式。
原则上，利用电磁场的相对论变换或者能动张量的变换也能得到结果，

只不过这些都涉及了张量变换，比较麻烦。
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写在前面

物竞生涯到了末期，错误基本上不是计算错误就是一些小的概念错误。

虽然看起来并不重要，但动辄会就扣很多分，让人不爽。建议在积累模型的

同时也整理下自己的这种小问题，提醒自己不要傻错。

这里主要是一些专题化不强的碎片知识，一些想法和习惯，还有个人的

一些易错点。编排顺序主要是时间顺序，大体从易到难，但也相当意识流，

部分内容相比原笔记有较大拓展。一些推导是为了完整起见，不感兴趣不必

深究，掌握结论即可。

对一些个人色彩比较浓的方法，希望读者是有批判的吸收。重要的是形

成一套自己的稳定的解题方法，没必要总是见色起意，追求奇技淫巧。

45
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3.1 罗列一

1. 量子化条件, 直线段要求半波长整数倍，圆周要求波长整数倍，驻波条
件可直观得。这实际上都是是索末菲量子化条件

∮
p dq = nh，不过直

线段的周期包括来回，故有两倍。

2. 里德堡常量定义 1
λ
= R( 1

n2 − 1
m2 )，注意左边不是频率，类似的无聊常

量定义要记清楚。

3. 换系用快度很方便，有时候还可以化简超越方程。同时相对论积分时
用快度结合倍角公式也很方便。

4. 仅受一个匀角速度旋转的恒力作用，初态静止平面内的质点做滚轮线
运动。当然，对一般的周期性力的作用可用傅里叶方法解，这里不再

赘述。

5. 在球坐标下压力平衡为 ∂
∂r
p · 4πr2 = 4πr2drf，其中 f 为力密度。一

个常见的错误是把左端写为 ∂
∂r
(p · 4πr2)。在物理图像上这是忽略了

图3.1侧面部分受力。

图 3.1: 受力示意图

数学上错误的原因大概是认为压强是矢量，对其求散度得到上式。事

实上压强，或所谓应力张量，是二阶张量而非矢量，故应当对张量求

散。在各向同性前提下张量散度约化为标量梯度，得到上式。这样也

保证了两端都是矢量点乘面积。

6. 单位长度的任意形状同轴电缆，只要电荷与电流的分布情况相同，电
容电感间有 l0c0 = µ0ϵ0。这里讲一个简单的讨论。由于边界相同，边

界条件正交，且由源分布相同，得二维中电场磁场正交，故能得到电

容电感中与位形相关的部分互为倒数，由量纲得上式。
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7. 磁矩在缓变情况下是守恒量，不论是随时变的磁场中还是空间中的磁
镜体系。实际上磁矩就是一个绝热不变量。

8. 物体间脱离条件的核心是支持力 N = 0，若支持力方向无其他外力，

则可由该方向无加速度，导出脱离条件。

9. 转动系中，离心力对转动点无力矩，若考虑有心力场中的转动小振动，
如航天器对地球的小振动，可忽略离心势。

10. 无源电磁场中，已知一个分量求其他分量，若知 Bx(x)用高斯定理。若

知 Bx(y) 用环路定理。极坐标下同理.

11. 小球从底部为圆弧的光滑斜劈上滚下时，如图3.2, 会有一个有限大冲
量改变速度方向，不要忘记。

图 3.2: 示意图

12. 多个支撑点，也可以是线状支撑，加一个等效压力，稳定的条件是压
力落在支持力构成的多边形之中。一个特例是三条腿的凳子压力要在

三角形之中。

13. 自相似电阻题，用注入电流法，先由对称性设支路电流，再用节点电
流守恒得到几条方程，一般此时只剩两个独立变量，构造两点间两条

不同的路径即可得。

14. 若算卡诺热机的功率，一般会和热传导有关，工质温度不等于热库温
度，算最大功率（而非效率）就要解不等式了。

15. 进动题和磁场动力学题涉及大量叉乘，建议好好建系。

16. 交流电功与其 1
2
|I||U | cosφ，不如 1

2
|I|2Re(Z) 或 1

2
|U |2Re( 1

Z
)

17. 磁场的一些题，比如磁透镜，运动范围是无穷远，一般会用到环路定
理。
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18. 天体运动基础结论：

E = −GMm

2a
L =m

√
GMb2

a
|A| = GMm2e

v近日 =

√
GM

a

a+ c

a− c
v远日 =

√
GM

a

a− c

a+ c

其中 E,L 为能量角动量，A 为龙格楞次矢量，a, b, c, e 为椭圆参数。

19. 刚体动能用瞬心转动惯量写出，刚体动力学关注质心，刚体运动学关
注几何性质，以求出加速度关联，如曲率中心，杆与地面的接触点。

20. 不规则物体的重力极值点不要想当然转过 90 度，如图3.3

图 3.3: 例子

21. 可以取随刚体质心某一个方向平动的非惯性系以使用能量守恒，如
图3.4，但注意此时重力势能是 mg′hc，其中 g′ = g cos θ，不要无脑
mghc。

图 3.4: 例子

22. 刚体碰撞点角动量守恒，由于是瞬时的冲量作用。对于铰链或是碰撞，
这可以少设几个冲量。

23. 相对论性碰撞，非弹性亦有能量守恒，但此时无静质量守恒，由于热
能转化为静质量。
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24. 洛伦兹力始终不做功，载电流的杆在磁场中运动时，其能量来源是维
持电流的电动势的功，而非磁场能。

25. 空间力系先建系，但对于摩擦力，最好直接沿其平面内两条特征的法
线分解，先随便设再代入约束可能麻烦。

空间力系的一个通法可见《物理思维进阶指南》。

26. 对一种光子火箭，其放出的光子是由物质湮灭产生的，此时火箭速度
为 v，物质在飞船内相对静止，湮灭的物质静质量为 ∆m，∆m 为小量

以致速度瞬时无变化。

此时列能量守恒，则放出光子的能量并不一定是 ∆mc2√
1− v2

c2

，更多情况下

可能是
√

1− v
c

1+ v
c
∆mc2。可能会有个疑问，从物质到光子，能量为何不守

恒？

在瞬时静止系中看，这是由于出射的光子并不一定各向同性，前式给

出的是各向同性情形，后式则是光子与飞船反方向运动情形，如图3.5。
而此时光子运动反向产生的力在地面系下会输出一个功，从而解释了

能量不一样，这个功也是飞船加速的能量来源。

一般来说，此种相对论动力学问题，特别是有光子的问题，在地面系

下处理时会有许多麻烦，推荐一律在瞬时静止系下写。

图 3.5: 示意图

27. 二阶张量转动要两个转动矩阵，如 M ′ = AMAT，A 为正交矩阵，一
般的张量变换可参考流体力学或广义相对论的数学基础部分。

28. 先不考虑偏振，黑体驻波态密度为 dn = 4πν2dν
c3
，最方便且通用的导

法是利用 p = h̄k 和 dN = V ·4πp2dp
h3 ，也可以用长方体盒子的边界条

件，详见统计物理。态密度乘以偏振数 2，再乘不同的能量 ε 即得不
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同的黑体公式，ε = kT 则瑞利金斯公式，ε = hνe−
hν
kT 则维恩公式，

ε = hν 1

e
hν
kT −1

则普朗克公式。

29. 很多情况下已知约束求极值不用化为单变量暴导，可将约束与待求的
极值式均取微分，极值时两式均为 0，联立消去微分项，则得新约束，
两条方程即可解。当然更多变量可采用拉氏乘子的一般方法。

30. 对人眼瑞利判据取眼球介质内波长。

31. 非稳恒电流可添加电流使其稳恒，而满足环路，再将此段电流磁场去
掉即可。

32. 电源的 ∆ -Y 变换如图3.6，其与内阻的变换独立，如3.7。

图 3.6: 电源变换

图 3.7: 独立的含义

33. 弹性要么表示能量守恒，要么表示力与形变成正比。对于一张桌子，其
桌腿弹性，桌面为刚性的正多边形。其上任意位置放一物体，则桌面

倾斜方向与中心-物体连线方向一致。

34. 光波自身有不确定性关系 ∆ω∆t ≥ 1
2
，这只是傅里叶变换的数学性质，

和量子理论也相容。

35. 对于固定导热活塞连接的两个气室，只有右气室端面能动，可定义一
个等效的等体热容 CV eff = nLCV L+nRCV R

nR
，如此可以直接套用绝热方

程, 但注意方程中体积为右气室体积。
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36. 带电圆柱旋转激发的磁场与电场有同构性，但它们的源形式不同，所
以这个结论并非来自于由推出6的讨论得到的。另外电场磁场对圆柱自
身的受力之比为 ωR2

c2
量级，有些题考虑磁场受力不考虑相对论修正，

个人觉得有误。

37. 求摩擦临界的题，先设出末态各个冲量，再代入 v相对 = 0 或 f = µN，

从而解出临界条件。

38. 只受 f = µN 的摩擦力与恒力作用的质点，可在自然坐标系下求解，

便有 dv
dφ 的关系，只要掌握形如

∫
1

sin x
dx 的积分即可。

39. 可用等效电源处理无穷电阻网络电磁感应，借对称性得到递推关系，从
而解得。

40. 对称无穷网络用三、四端等效往往可以大为简化。

41. 玻尔兹曼分布只适用于平衡态，温度得处处相等。至于近平衡玻尔兹
曼方程之类的，没提示不可能考。

42. 傍轴条件关注几何性质，满足小角近似。远场条件使接受面上相位差
为小量。都满足的话近似平面波前。

43. 取旋转基矢，不一定非得换至旋转系下写受力。可在地面系下写好受
力再代换基矢。这样可以避免将电磁场换到旋转系的麻烦，特别是核

磁共振。

44. 所谓极化，欧姆定律，都只是内部电子在介质静止系下对外场的响应，
不一定非得电场提供。只要给定单位电荷上的力，即“有效电场”，则

可套用，这可以是惯性力，洛伦兹力等。

一种更变态的形式是等离子体行星中的电子受引力作用极化，将引力

源视为“等效电荷”，这时候会产生等效电像。

45. 对满足 d(γmvc) = −d(γmc2) 的质点，初始质量为 m0，则 m =

m0

√
1−β
1+β
。用双曲函数易得。

46. 电磁波能量密度为 ϵ0E
2，E 为有效值，这包含了电场与磁场的贡献。

光压可由此乘 c 得到，或直接 E ×H。

47. 可用电磁感应算出磁通量，即利用 dϕ
dt

48. 一个静止粒子衰变成三个粒子，使其中一个有质量粒子速度最大。若
三者都有质量，则目标粒子与其他两个粒子反向即可。其中一个是光

子，则在不产生光子，另一粒子反向运动时取得。
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3.2 罗列二

1. 对于定点转动刚体之类，可能设定点质心连线与竖直的夹角会好些。如
图3.8。

图 3.8: 示例

2. 一个玻璃球可视为光心在中心的薄透镜，其 f = nR
2(n−1)

。

3. 用极限思想寻求临界点，比如肥皂膜的断裂条件。

4. 角动量定理的几种：有约束力的，对约束点列。对冲量，随便列。对地
面系下定点，随便列。对质心系，随便列。

5. 考虑自由程模型，一个粒子两次碰撞间所用时为 t，有归一化时间分布

f(t)。计碰撞间时间为 t′，速度随 t′ 的变化表达为 v(t′)，则观测到的

平均速度为 v̄ =
∫ ∞
0

∫ t
0
v(t′)dt′f(t)dt∫ ∞

0
tf(t)dt 。注意

∫∞
0
v(t)f(t)dt 没有物理含义。

在此类变量易混淆的情况下，一定要想清物理含义。

6. 两次转动系换系角加速度不能直接相加，设前后两次换系参数为 β1, ω1，

β2, ω2。则角加速度为 β′′ = β1 + β2 + ω2 × ω1。玄学的说这涉及什么

李代数，生成元不可对易之类破事，我也不懂。矢量具体计算如下，不

妨取换系中心在同一点。

v′ = v + ω1 × r

a′ = a+ ω1 × (ω1 × r) + β1 × r + 2ω1 × v

a′′ = a′ + ω2 × (ω2 × r) + β2 × r + 2ω2 × v′

= a+ ω1 × (ω1 × r) + β1 × r + 2ω1 × v

+ ω2 × (ω2 × r) + β2 × r + 2ω2 × (v + ω1 × r)

= a+ (ω1 + ω2)× ((ω1 + ω2)× r) + (β1 + β2)× r

+ 2(ω1 + ω2)× v + ω2 × (ω1 × r)− ω1 × (ω2 × r)
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由于 ω2 × (ω1 × r)− ω1 × (ω2 × r) = (ω2 × ω1)× r，得证。另外数学

上，魏格纳转动也出自这样的不可叠加性。

7. 要看清弹簧原长是多少，特别不要轻易认为是零。

8. 对一个微分方程组如下，ẋ = A11x+A12y

ẏ = A21x+A22y

若某个特征根等于 0，这并不意味着常数解，而是形如 x = C1t + C2

的多项式解, 再加上 eλt。若解出多个 0 根，则关于 t 的多项式次数相
应升高。

9. 有些题会有干涉条纹刚好占满全域的条件，这表示条纹数为整数，得
到一个多的条件。

10. 泡利说可以构造热力学作用量 S =
∫
T − Fdt，从而导出热力学量相

对论变换，见泡利《相对论》。

11. 考虑光学和辐射的时候要注意几何限制，如透镜，反射镜的边界。

12. 宏观物体反射干涉要注意时间相干性限制。此时只有经过玻璃相同次
数的光才能互相干涉，如均为一透一反。见图3.9。

图 3.9: 示例

13. 极化强度变化时有电流密度 j = ∂P
∂t
。

14. 波的能流是由力面密度 p与位移变化率 ξ̇ 取平均得到，I = pξ̇。列举几

个常见的能流, 此处各量均取振幅：电磁波 1
2
E ×H。压缩波 1

2
αvδp2，

其中 α, v, δp分别为体压缩系数，波速，压强振幅。弹性波 1
2

√
Eρ(ωA)2，

其中 E, ρ,A 分别为杨氏模量，密度，振幅。这实际上是前式的特例。
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15. 超声衍射的屏函数为 t = ε cosωt sin kx，这使得出射光不只分裂，还
有频移。

16. 相对论换系光子数不变，否则不物理。

17. 一类天体进动题，比如地球为椭球导致的引力进动，就是写出力矩再
求平均，利用角动量定理得到进动角速度。圆轨道时有个方法，就是

可以将天体视为弥散在轨道上的均匀质量分布来代替对时间平均，这

样直接对势能求角度的导即得平均力矩。原理是时间平均和对位置求

导可交换。

18. 利用不确定关系估算什么都干得出来，包括但不限于 1̄
r

= 1
r̄
, r2 =

r̄2,∆r = r。

图 3.10: 图示

19. 对一维双粒子链，如图3.10。代入行波解 einqa−iωt 可求解，解得声学

支和光学支两频率通带。光学支以上对应 e−nβa−iωt 的衰减解，声学支

光学支间对应 (−1)n · e−nαa−iωt 的锯齿衰减解。这实际上可以由 cos−1

的解析延拓得到，如下。

cos−1 x =

i cosh−1 x(x > 1)

iπ + i cosh−1(−x)(x < −1)

20. 不光滑的 pV 曲线不一定与绝热线有切点，吸放热转变有可能发生在

突变处，如图3.11

21. 求相对论性粒子碰撞后极限出射角，个人觉得老老实实换到零动量系
中解就好，不要 YY。

22. 结合能对核反应是 ∆mc2，对电子是电离能，都用一个名字是真无聊。

23. 极端相对论情况下，β → 1，对速度的依赖可视为在 γ 之中。

24. 好玩的离谱模型，若玻尔模型中的电子是极端相对论的，则可以和核
相互绕转
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图 3.11: 图

25. 辐射经过反射可视为辐射源的像进行辐射，满足相同的辐射定律。

26. 有外场或外源的情况下，用电磁场能量密度不足以完全描述总能量，能
量法常会差个负号，用受力法不会错。

27. 导热，扩散定律在稳态时，都可以做与无源电场的对比，都满足泊松
方程。还可以跟电路类比。

28. 磁路等效
∑

iNiIi =
∮

B
µ

dl�
∑

iBiSi = 0，则 NiIi 对应电动势 Ei，B

对应电流密度，µ 对应电导率，求某一条支路的自感互感时，用叠加

原理即可。

29. 由泊肃叶公式可导出流量 Q ∝ 1
n
，n 是单位面积孔数，则多孔塞可以

做到绝热准静态。

30. 经典难集老题，点源光强立体角分布相对论变换，因子为 (1−β2)2

(1+β cos θ)4。

可以做如下理解，一个钟慢，一个数密度变换，一个能量变换，一个接

受多普勒。

31. 视觉形象，注重的是同时性，若原来的图形随时间演变是 f(x, y, t)。在

定点观察，设 x, y 处传播到定点用时 T (x, y)。则观察到的视觉形象为

g(x, y) = f(x, y, t+ T (x, y) = t观测)。

32. 若水形成环流，即速度分布是 vφ = ωr。有力密度 f = ρΩ2r，从而有

相应压强梯度。那么物体放入水中会有额外的受力。

33. 肥皂膜有两层分界面，不要丢 2。

34. 洛伦兹极化模型实际上就是平均场近似，将个个偶极矩近似为极化强
度，事实上铁磁体的外斯分子场也是出自这里。

35. 电磁场有时候会有一个边界形状的问题，这实际上是个对称性问题。如
匀强磁场的感生电场方向，还有均匀极化体的电场方向。
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36. 化学势是 G
N
的一个说明，dG = −SdT +V dp，T, p 均为强度量，消去

了与 N 的耦合，故 T, p 不变，增加 N 时 dG = dµ。

37. 斯托克斯定理，外微分下
∫
∂D
ω =

∫
D

dω，常用的可以写为
∫
L(∇)dV =∫

L(n)dS。

38. 在量子力学中只有能量的概念，力由定态能量对长度求偏导得来。有
时候有什么绝热条件，就是不跃迁。

39. 双能级热机卡诺循环，设能级能量为 Ei，能级上概率为 Pi，其中 i = 1, 2。

P1 + P2 = 1, P1

P2
= e

E2−E1
kT ⇒ T = E2−E1

k ln P1
1−P1

。绝热过程 Pi = (Const)。

等温过程 d̄Q =
∑

iEidPi = kT ln P1

1−P1
dP1。Qi ∝ Ti，这可证卡诺定

理。

40. 做磁场的时候要考虑其中的力矩效应。

41. 对一个匀角速度旋转的磁场，∂B
∂t

= ω×B，若磁场有标量势 −∇φm =

B,∇× E = −∂B
∂t

= ∇(ωφm)，定义恰当会有 E = ωφm，可算旋转球

的感生电动势。

42. 恒定磁场中的刚体棒两端带正负电荷，有几个守恒量：E = 1
2
Mv2c +

1
2
Iω2, P =Mvc − p×B, J = (rc × P + Iω) ·B。

43. 曲率半径的定义可以视为相邻法线交点与面元间距，如图3.12，对于二
维曲面来说可以取两条不同正交路径的相邻法线，从而得到不同的曲

率半径，但平均曲率与路径无关。一些旋转题表面张力题可以通过曲

线的曲率和旋转的半径来得到，如图标记的两条线。

图 3.12: 示例
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44. 高速流体摩擦的一个 YY，行进 dh，相遇的质量为 dm = ρSdh，消耗
能量 cdmc2，c 为常数，受力 F = dW

dh = cρSv2。低速情况下流体分子

并不能认为撞上就损失大部分能量，利用普通输运理论或玻尔兹曼方

程可知其与速度一次成正比。

45. 所谓特征时间无非就是凑量纲，可能稍微巧妙点。

46. 建模题一定要老实用上所有信息。

47. 用卡西欧解方程，如果一边是分式，用牛顿法解时可能会报错，把分
母乘到另一边可能会解决。

48. 已知轨道方程 r(θ) 求场，若仅有一个有心力，那么若已知角动量 L，

能量 E，可得 U = E − [(dr
dθ )

2 + r2] L2

2mr2
。若仅有一个垂直纸面的磁场，

初速度为 v0，那么求出每个点的曲率半径 ρ，B = mv0

qρ
。

49. 考虑旋转刚体的小振动，设整体旋转角速度为 ω，设还有一个自由度

α。

对那些匀角速度旋转的刚体，我们就在转动系里列 α 小量展开的能量

就可以了。但对于角动量守恒的体系来说，有时联立能量守恒与角动

量守恒会十分困难。所以建议先在地面系下进行一个微扰 δα，利用角

动量守恒求出微扰与角加速度的关系 ω̇ = f(δ, δ̇, δ̈)。接下来就可以换

到转动系里写受力方程了，注意一下在转动系里顺时针和逆时针是不

对称的。一个例子是这种题：多根杆铰接，初态伸直并共角速度旋转，

然后求小振动。

50. 考虑一个固定的波源和一个运动的反射面，设波源发出频率为 ν0，接

收频率为 ν，那么反射面感受到的频率为 ν0ν
ν+ν0
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3.3 罗列三

1. 折射率球对称分布的体系，算其中的光线偏转角。用球坐标，固然可
以由初始条件直接积分，但一般取 dr = 0 时的参量 r0 会好一些。

2. 相对论正交电磁场题，可以通过换系得到纯电磁场。则运动易求解，但
要注意初速度的变换。在此系中解与本征时有关的量比在原系中用守

恒定律求解要方便很多。

求只含匀强电磁场的运动有个通法，设四速度 u，固有时 τ。矩阵形式

下可得四速度矢量满足 u(τ) = (exp)( eτ
mc

[E ·K −B · S]) · u(0)，K,S

为洛伦兹变换六个生成元，这对物理竞赛完全没用。

3. 解线性方程有时可用格林函数法简化。如一根一维的梁，有杨氏模量
E，其上有一个质量负载分布 λ(x)。此时先解出一个质点在 x 处造成

的弯曲再积分，会比先积分再拟合边界条件要快一些。

4. 有些题小量近似的方法是先将高阶导舍去，再逐级加入求解，可能需
要随参量缓变的条件。（但事实上我在那道题里没发现这种提示）。

5. 相对论比耐方程的方便推法，采用自然单位制，利用 dτ 2 = dt2−dr2−
r2dφ2。两守恒量可表示为 E = m dt

dτ + V, L = mr2 φ
τ
。将 r 用 u 代换，

再对 φ 求偏导可得比耐方程。在史瓦西度规中，能量仍有上述形式，

只需将前式加上度规即可，由此可解水星进动。

6. 一个有用的极限式 limN→∞(1+ x
N
)N = eN。但实际上取对数再直接泰

勒展开也可得。

7. 光波经过汇聚点会有个 π 的相位突变。

8. 有些问题中只有特殊情况下的波才能被观测到。如彩虹要求偏折角
极值，光强极大；船的两条尾线要求相干相长，其与运动方向夹角为

θ = sin−1 v
u
，v, u 分别为船速和波速。还有 CD 干涉，某些位置发光

是因为相邻反射位置光程差满足 ∆L = nλ

9. 只有轻杆受力一定沿杆。

10. 在 f = avn−1v⃗ + vn−1b⃗× v⃗ 的单位质量力下，其中 a, b⃗ 为定值。有守

恒量 M⃗ = v1−nv⃗ + (n− 2)ar⃗ + r⃗ × b⃗。

11. 气缸中等体绝热排出物质的量为 dn 的气体，损失总能量为 dnCpT，

其中除气体自身能量外还包含了对气体所做的功。对半透膜的题可以

用这样的微元分析，也可以直接用物质的量代替体积应用绝热方程。
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12. Drude 模型直接引入了散射力，考虑平均速度为 v 的一堆分子，经

过时间 dt 有比例为 dt
τ
的粒子失去速度，则微分满足 v⃗(t + dt) =

(1 − dt
τ
)(v⃗(t) + f⃗

m
dt)。总的效果相当于 ˙⃗v = − v⃗

τ
+ f⃗

m
。这与将 τ 视为

两次碰撞时间会有系数差别。

13. 相变曲线有关的题建议用克拉伯龙方程。

14. 非弹性碰撞一般可以直接设末态求解，弹性碰撞要一次次下来直到不
再碰撞。

15. 多体弹性碰撞要关注先后顺序，如图3.13。先 1、3 碰撞，再 1、2 碰
撞，碰撞次数与初始条件相关。

图 3.13: 示例

16. 水汽上升的问题，利用水汽分压始终为饱和蒸气压代入。

17. 刚体的不脱离条件不止支持力大于零，还要让力的分布使力矩可能平
衡。

18. 相对论运动学没必要换本征系时尽量不换，特别是那种信号传来传去
的题，换系会增加很多复杂度。可以用些小结论，如本证系下两点同

时，则在地面系下时间差 ∆t = γβ∆x′，∆x′ 为本征系下两点坐标差。

19. 对玻尔兹曼分布我们仅对能量与数目引入了拉氏乘子，但事实上动量
与角动量也为守恒量，应对它们引入拉氏乘子。事实上玻尔兹曼分布

只是在质心系下成立（不然惯性系就不平权了）。引入动量分布的拉氏

乘子可以应用在液氦 II 的元激发，此时用 P̄
v
定义质量。有个愚蠢的

临界速度就是波速。

20. 原子发射时一般认为本征系下各向同性。吸收发射不对称是激光制冷
的原理。

21. 框架体系一般用冲量功最快。

22. 电路递推时要关注边界。
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23. 肥皂泡黏一起求形状，联立状态方程与边界处线元受力平衡。若边界
有三个分界面，如图3.14，则总是给出三面夹角为 120 度。

图 3.14: 图示

24. 磁场线方程可由矢势 A⃗ = Const 表示。点电荷电场线我认为用立体角
最快，也方便拓展到高维。

25. 阻尼较大的情况下磁矩近似沿磁感线运动，由于受力沿磁感线方向，且
认为阻尼与受力平衡，故速度沿磁感线方向。如极光的运动。

26. 波前变换后，不同方向的光会在打到接收屏上时，传播方向波矢不同
会产生一个相位差。即如图3.15两个屏上波前分布是不同的。如果相同
的话就是所谓光栅自成像。

图 3.15: 图示

27. 斜密绕螺线管可分解为正密绕螺线管与其他电流分布的叠加。如椭圆
密绕可分解出一个正弦型电流分布，内部则为两个正交磁场。但这仍

不是真实的螺线管，因为电流仍在循环不在流动，外部磁场为零。一

个真实螺线管在外部远处应当表现为一条电流线。
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28. 注意到对有速度的反射镜，平行于镜平面的速度分量对反射无影响。则
对匀速度运动的两块反射镜，总可以找到一个系，使两平面法向速度

均为 0，则光在之间的反射易解。

29. 跟介质有关的问题尽量化到介质静系中去，如折射，极化等。这样一
些结论才能用，如 ω = uk，极化定律等。另外一定要区分是源在动还

是介质在动。

30. 有电像的导体和均匀极化球受力和力矩可以直接用电像和电偶极子来
代替，由于力的相互作用。

31. 若一层灰体没有吸收和辐射，只有反射和透射，那么其可与其他灰体
视为一层介质，热平衡时温度相同。

32. 格林互易法可以容易的算出孤立状态下已完全求解的导体被外部电荷
分布激发的电势（孤立），或感应电荷（接地）。比如接地旋转椭球壳

被一个点电荷感应的电荷，如图3.16。

图 3.16: 例子

33. 分子相互作用能是 1
2
键能，因为相互。
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34. 椭圆的参量计算个人喜欢用 a cos θ, b sin θ 代换，方便算动能。表面积
S =

∫ π

0
2πb sin θ

√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θdθ，动能 T =

∫ π

0
1
2
ρab2(ȧ2 cos2 θ+

ḃ2 sin2 θ)2π sin θdθ
∫ 1

0
ξ2dξ。小量近似一般对离心率展开。

35. 算潮汐的题一定要看是潮汐锁定还是无自转，这决定了换转动系还是
换转动着的平动系，前者引入离心力后者引入一个恒力。

36. 角动量的一些补充：绕 n̂ 转动 Φ。r⃗′ = (r⃗ · n̂)n̂+ [r− (r⃗ · n̂)n̂ cosΦ]+
(n̂ × r⃗) sinΦ。欧拉角与主轴角速度 ω1 = θ̇ cosψ + φ̇ sin θ sinψ, ω2 =

−θ̇ sinψ+ φ̇ sin θ cosψ, ω3 = ψ̇+ φ̇ cos θ。对称刚体动能 T = 1
2
[I1(θ̇

2 +

φ̇2 sin2 θ) + I3(ψ̇ + ˙varphi cos θ)2]。主轴下欧拉动力学方程：I1ω̇1 =

M1 + (I2 − I3)ω2ω3 的轮换。一些常见结论不要记错喵。

37. 光的余弦辐射定律可以从泄流分布导出，总动量与总能量满足 P =
2
3c
σT 4Adt, E = σT 4Adt，可视为 2

3
c 的整体做能动量变换。说起来我

记得 CPHO-S 的那道长方体辐射题好像错了，去问陈浩楠他也说不上
来，大家可以自己看一看。

38. 能量恒定时天体运动包络线，半长轴 a = −GM
2E
，出发点与天体距离

H。如图3.17。包络线形状为椭圆，参数 2A = 4a−H, 2C = H。

图 3.17: 图示

39. 利用互感算磁偶极子对外部回路的磁通，设回路电流为 I 时磁偶极子

处的磁场为 B。磁通 Φ = m·B
I
。这也可以通过能量守恒理解 dm·B

dt =
dE
dt = −εI = dΦ

dt I。积分亦得。若是偶极子运动导致的磁通变化，那么
dm·B

dt = F · v，可算出受力来。

40. 绳的速度关联为 dvτ
dθ + vn = 0，这里取 θ 增大方向与 vτ 一致。本质上

仍是切向连续，但是切向的方向在变化。

41. 给定条件算能量极小的天体运动问题本质上是个几何问题，即让半长
轴最短。很多可以利用几何与对称巧妙地做。如过定点的能量最小轨



jxq
202

4

3.3 罗列三 63

道是让目的点，出发点，焦点三点共线。实在不行就用包络线。

42. 包络线与某一处相切并不意味对应的真实轨道与其相切，前者才意味
着参数取极值，但有显著对称性的情况下二者同时相切。

43. 自转角速度是由欧拉角定义的，不是总角速度。

44. 对一个受挤压的气球，应当对受压的平面和整体都受力平衡。如图3.18。

图 3.18: 图示

45. 临界的标度律无非就是在临界点处对物态方程做小量展开。不同量的
最低阶小量不同就是所谓标度律。

46. 刚体能平稳纯滚上坡要满足几个条件，Ek > mg∆h,N > 0, µN > f。

后两临界常在刚碰上时取得。

47. 三维空间中二维周期结构反射或透射取极大时，如光栅，入射反射波
矢要满足 (k⃗− k⃗

′
) · τ̂ = 0。τ̂ 为平行刻痕方向。如图3.19。这是为了使

刻痕方向的波相干相长，或可说是平移对称性的结果。和晶格衍射是

一样的。

图 3.19: 以反射光栅为例
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3.4 罗列四

1. 一个罪恶的公式，小量展开 1
e
(1 − e2)3/2 ln 1+e

1−e
= 2 − 2

45
e4。椭球自能

时出现。

2. 如图3.20的折叠物体，沿图示轴转动。运动学上可等效为在竖直平面上
的投影图形运动，从而方便利用曲率半径等几何结论。

图 3.20: 特例

3. 射进介质里的波要注意介质的边界，相位分布是个分段函数。特别要
注意的是如图3.21的两种情况。其一端面动另一不动，在换至静系下时
可以看出两者区别。

图 3.21: 图示

4. 遇到吸放热的题还是要严格从热力学第一定律出发，只用热容会暴毙。

5. 均匀磁化柱，足够细长时可以等效两端磁荷，也就是许多磁偶极子首
尾相连。

6. 经典换元，球坐标下∇2φ = 1
r2

∂
∂r
(r2 ∂

∂r
φ)，代入 φ = f

r
，得∇2φ = 1

r
∂2f
∂r2
。

这可以视为将渐进解 1
r
与其他函数相乘代入，以简化方程。

7. 个人对立着的硬币一类的刚体进动题倾向于列质心角动量定理，而不
是对纯滚点列，这样不容易分析错。外力用质心运动定理写出。
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8. 在复杂力学体系中，有时用做功得力与力矩会较为方便。如量子的滚
筒，ω 匀速转动、足够粗糙的桶在炒米（？），米粒在某点会甩飞，飞行

时间 tf，余下的可视为与桶共速。参数如图3.22所示，现在考虑摩擦
力的合力矩，摩擦力单位时间做功 dW = dmgh =Mdθ，分布稳定时
dm
dt = mtot

tf+
2π−4θ

ω

。得 M = mtotgh
ωtf+2π−4θ

。

图 3.22: 图示

9. 相对论下，一个粒子衰变成两个相同粒子，求两粒子出射的最小夹
角。设原粒子速度为 βc，设零动量系下衰变粒子速度为 β，粒子与

初始方向夹角为 θc。由速度变换，夹角 δ = arctan
√

1−β2
cβ sin θc

β cos θc+βc
+

arctan
√

1−β2
cβ sin θc

−β cos θc+βc
= arctan 2

√
1−β2

cββc

β2
c−β2

sin θc
+β2

cβ
2 sin θc

。则易分析。

10. 无限大曲面不能看做包裹全空间，点电荷对其的通量是全部电通量的
一半。

11. 匀质正四面体参数，边长为 a，高 h =
√
6
3
a，质心高度 hc =

3
4
h，质心

转动惯量 Ic =
1
20
ma2。请各位算一下匀质正四面体板和匀质正四面体

框的这些参数。

12. 考虑距离的一次反比切向力，F = A
r
τ̂，则对质点的力矩是定值。虽然不

能定义一个全域的势能（旋度不为零）。但是局域地可定义 V = −Aθ，
θ 为对力心的角。这在感生电场或磁荷在无限长导线磁场中运动，特

别是静力学分析会有用。

13. 对于折射率为负数的介质，可以将折射角成为复数，从而应用折射定
律。但这还不如代入 kx = Const 与 k2 = ñ2k20

14. 设地面系 S，有以相对论性速度 v相对其 x轴运动的系 S’。有一粒子，在
S’系中动量为 pc，能量为 Ec，运动方向与 x轴夹角 θc。设其在地面系下
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夹角为 θ。求 d cos θ
d cos θc，这个微分在分布变换中很常用。采用自然单位制，分

别微分 pc cos θc = γ(p cos θ−βE), Ec = γ(E−βp cos θ), E2 = p2+m2。

联立，消却 dE, dp。得 d cos θ
d cos θc = γpc(p−βE cos θ)

p2 。可以逃避复杂的求导，

且若将 E, p 用 θ 表示，最终将得到 θ 的函数，这正是期望的。

图 3.23: 示例

15. 一个计算分形电阻网络电流的方法，以图3.23为例。令 ∂B
∂t

= k，干路

电流为 I1。考虑 A 到 C 的电势差满足 U =
∑
IR，经过的干路电阻

为 2R1。考虑次级小正方形，由叠加原理，其内部电流可拆为纯感生

的部分与纯电阻的部分之和，如图3.24。感生项满足
∑
I ′R′ = λ2U，

阻性项可写为 RxI1。这有 U =
∑
IR = 2λ2U + 2RxI1 + 2R1I1，又

2U = kS。Rx 只是一个纯粹的分形电阻问题，从而易解干路电流。这

里想请读者注意电势差的定义，U =
∑
IR，其只与电流关联，我们在

前面只关注电流的行为。最后才用了电势差等于电动势。不注意区分

可能会有概念问题。这题还可以等效电源。

图 3.24: 两种分布

16. 麦克斯韦鱼眼中光线轨迹是圆，用曲率不变导出较为方便。也可以积
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分，将 x− 1
x
视为整体。

17. 相对论碰撞最大散射角 θ = arcsin m2

m1
,m1 > m2。

18. 刚体在曲线上纯滚且随遇平衡可知接触点与质心连线始终竖直，利用
这点再联立质心高度不变和运动关联则可解出曲线方程。

19. 如图3.25, 透过均匀介质堆与直接反射的光光程差为 2
∑
nihi cos θi −

2
∑
hi cos θ，考虑叠加原理可得，当然直接解法向波动方程也行。

图 3.25: 图示

20. 交流阻抗匹配，Rin = R∗
out。

21. 可以先对轴上一点写出三个方向力矩，再点乘轴方向，这可以避免将
力与距离做分解。

22. 灰体发射率 ε = 1− r − t，r 为反射率，t 为透射率。

23. 用麦克斯韦应力张量算受力要将积分覆盖整个平面，不能只覆盖带电
部分，这是定义。

24. 在 x0 处释放的阻尼震荡，振幅并不为 x0，若用 x = A cos(ωt+ φ) 定

义振幅。对 ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0，A = e−γt

√
ω2

0+2γ2

ω2
0+γ2 x0。

25. 在空间内有感生电场的情况下，电表的示数与电表连接回路有关，要
算该回路内电动势。

26. 质量m的粒子，其包含静能的能量 E，角动量 L，在有心势−k
r
下相对论

性运动。比耐方程解为 u = kE
L2c2−k2+

√
L2c2E2−m2c4(L2c2−k2)

L2c2−k2 cos
√

1− k2

L2c2
θ。

振幅的导出可以利用罗列三的5。索末菲条件 L = nθh̄,
∮
prdr =

∮
L(du

dθ )
2 1
u2 dθ =

nrh̄。可得 nrh̄ =
√
1− k2

L2c2
( 1√

1−e2
−1)nθh̄。e为离心率。令常数 α = k

h̄c

则 E = mc2[1+ ( α

nr+
√

n2
θ−α2

)2]−
1
2 . 每次都算太麻烦了，建议留个印象。
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27. 灰体发射率 ε = 1− r − t，r 反射率，t 透射率。

28. 正确处理一些外场中响应的问题，一定要区分外场与总场，作用的是
总场。如一系列算介电常数的模型，还有带电体在变化磁场中旋转。

29. 极坐标中，u = ωrθ̂ 的场，有 ∇u · θ̂ = r dω
dr θ̂。这在算粘滞力的时候可

能会有问题，具体的导出有关矢量在极坐标中的梯度表示。

图 3.26: 状态随密度变化

30. 不同密度正方形在水中的平衡模式变化如图3.26，可视为对称性破缺。
对于这类浮力平衡具体计算我个人喜欢在正方形标架中算出浮心，再

用浮心重心连线与重力方向平行算得状态，如图3.27。

图 3.27: 示例

31. 由于传热导致的气缸小振动缓变衰减可以利用熵算。振动的势能与动
能转化为热，熵可写为 S = −∆E

T0
。T0可近似用环境温度表示，设振幅为

A，E ∝ A2。单位时间传热 dQ
dt = a∆T，导致熵变 dS

dt = dQ
dt (

1
Tin

− 1
T0
) =

a∆T 2

T 2
0
，取平均，− 1

T0

d∆E
dt = 1

2

a∆T 2
a

T 2
0
，温度振幅 Ta ∝ A，即可解出指数

衰减解。
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32. 小车的脱离极限不在质心最高时取得，要考虑最前端接触点的极限，如
图3.28。

图 3.28: 示例

33. 粒子在电磁波中受力，要考虑电磁场随空间的变化。

34. 匀强磁场中环路不受力，复杂电路在磁场中受力只需要考虑边界的电
流。

35. 压强换系不变。

36. 莫尔条纹，是用几何条纹来模拟相位分布，进而“干涉”。

37. 外场下的有电导，有介电常数的介质。感应出的电场完全由 σ 决定，ϵ

只是决定了电荷中自由和极化的占比。

38. 无外场的 ϵ, σ 介质，各量为 e−
σ
ϵ t 的衰减解。

39. 写总力矩平衡时记得区分内力矩与外力矩……

40. 注意相对论力的变换，对应的功的计算中的速度，不是作用对象的速
度而是作用点的速度。

41. 气体绝热上升时，有守恒量 H +mgz = Const，H 为焓。

42. 热平衡中有质量的光滑隔板，如图3.29，其动能在经典下为 1
2
kT，满

足单自由度能均分定理，可用弹性碰撞下，平均能量变化不变得到。

43. 将导体球壳压扁，即将球壳上电荷投影到截面圆上，如图3.30。这样的
电荷分布可使圆盘等势，由平面内电场为零易证。
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图 3.29: 图示

图 3.30: 如图圆盘

44. 设二维中有粒子 T 运动轨迹为 xT (t), yT (t)，另有粒子追及它，满足
yT−y
xT−x

= dy
dx。有 y′ẋT (t) + (xT − x)y′′ẋ = ẏT。若 T 做直线运动，可旋

转坐标架使 ẋT (t) = 0 ⇒ (C − x)y′′ = dyT

dx 。若二者速度比例为定值，

化为纯几何关系，可解。

45. 无源电场及其导数与等势面高斯曲率有关，令法向为 z 向。 1
|E|

∂E
∂z

=

− 2
R
，由 Rx = −∂φ

∂z
/∂2φ
∂x2 , Ry = −∂φ

∂z
/∂2φ
∂y2 可得。

46. 这里讲三个等效，对表面张力，将液面高度 z，视为液面坐标 (x, y) 的

函数。如图3.31 考虑四条边的贡献，z 方向的微元受力我们可以写为

dF = dxσdz
dy |y+dy − dxσdz

dy |y

+dyσ dz
dx |x+dx − dyσ dz

dx |x

= dxdyσ∇2z

静态时是一个泊松方程。同理，对一个扩散情形，考虑数密度 f(x, y)，
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图 3.31: 几个等效

设向外扩散的速率正比于密度，那么 (x, y) 处的变化率满足

k ∝ (f(x−dx, y)+f(x+dx, y)+f(x, y+dy)+f(x, y−dy)) ∝ ∇2f(x, y)

(3.1)
静态也可以化为泊松方程。

然后是一个电路等效，我认为只要同时满足正比关系和流量守恒，就

可以满足电路等效。也就是一个强度量和流密度满足 J⃗ = kf⃗，且

∇ · J⃗ = 0。比如水流，认为压强差相当于电势差，那么泊肃叶公式

Q ∝ ∆p 就相当于欧姆定律，光滑流体应该会对应电感，电容稍微麻

烦一点，需要定义一个体积和压强差成正比的容器。一个重力作用下

的罐子可以满足这一条件，但是这相当于一端压强是固定的。

47. 有重力时，希望在曲面 A 上构建一个轨道，使物体质心以恒定的轨迹
运动，求轨道形式。先得到物体以该轨迹运动时划过的最低曲面 B，让
A，B 相交即的轨迹曲线。图3.32给出的是让质心水平运动的轨道。

图 3.32: 质心水平
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48. 最后讲一个我个人最喜欢的小技巧，二体修正，对于两个物体 1,2，1
为质点，质量为 m1，2 为平面刚体，质量为 m2，转动惯量为 I2。我们

设只有二者之间相互作用。动能写为 1
2
(m1

˙⃗x2
1 +m2

˙⃗x2
2 + I2ω

2)。若总动

量为零，即 m1
˙⃗x1 +m2

˙⃗x2 = 0。那么可以用一个折合质量 µ = m1m2

m1+m2

来代替，此时动能写为 1
2
(µ( ˙x⃗1 − x⃗2x)

2 + I2ω
2)。将相对运动用极坐标

表示，再改写动能 1
2
(µ(r2θ̇2 + ṙ2)2 + I2ω

2)。此时质心平动的角动量不

依赖于参考点，为 µr2θ̇。若总角动量为零，即 Iω+ µr2θ̇ = 0，可将动

能进一步写成 1
2
(µṙ2 + µIr2

µr2+I
(ω − θ̇)2)。这个方法很简单且很有用，比

如小球从光滑的不固定轨道上滑落的问题可以一步到位。
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后记与日志

后记部分是我 24 年寒假到暑假的日记摘录，很难说现在的日子比当初
又更美好，远在远方的风比远方更远。

卓越：似梦非梦，如雪如山。

春联：青山吞吐着浮云的落寞。

停课：落日熔金，眩散满地的光瓦。四月的风，五月的酒，晕开狷狂的

背影，沉封的梦。

学考：它不被今晚的灯火照亮，亦不为他日的阴云蒙尘。

量子营：祛魅的世界寥廓清净，孤独的心摇摆不定。不为摘星宏愿，只

为这山河浩荡。

夏令营：天地颠簸，明镜肆水。

复赛前：淡淡的日常无甚波澜，及想到它的终焉也未免怅然。

复赛：东苍晓破驰游龙，紫华曙绽惊帝弓。

省队：桂华流瓦，斜斟着半盈的月。秋阴晓漠逐流水，浮生长念寄枝头。

兰阶 & 学而思：弹指光阴轻一笑，丝雨润愁锁清秋。
决赛：消弭残夏旧风流，孤光自照冰肺胸。九天阊阖开宫殿，青云器业

我全疏。

国集：日泄长湖，白光万亩。

日志

初稿完稿于 2024.2.2
第一次修订于 2024.3.24
第二次修订于 2024.5.30
第三次修订于 2024.9.6
公开版修订并发布于 2025.3.14
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